Limites de fonctions - Comportement asymptotique - Exercices

Notion de limite et asymptotes

Exercice1
Dans chacun des cas suivants, on donne la représentation graphique d’une fonction f
ainsi que les éventuelles asymptotes. En déduire :
- le domaine de définition de f
- les limites aux bornes de I'ensemble de définition
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Limites de fonctions - Comportement asymptotique - Exercices

Exercice 2
Dans chacun des cas suivants, on donne certaines limites d"une fonction f.
Donner une interprétation graphique de chacune de ces limites.

1. xEx_xlwf(x) =-3et xgrpwf(x) =2.
2. xy::_xlmf(x) =0et xgmef(x) =-2.

3. lim f(x)=—ocoet lim f(x)=-o0.
x;:_—-‘4 x"—;_—44

4. lim f(x) = +oo et lim f(x) = —oo0.
x—2 x—2

x<2 x>2

5. ]lcl_r‘r}f(x)=-—ooet)l‘:_<rgf(x)=+ooet‘lvi;r§f(x)=—ooetjcl_1{&f(x)=4.

x>1

Exercice 3
Déterminer les limites suivantes :
lim £(x) . lim g(x). 1im (ij(x) . lim (fxg)x)
X—>+00 ’ X—+o ’ X —>4oo g ’ X—>+o0
1 3
1) =1 e()=2
X X
2. f(x)=x? g(x):l
X
X X
3- f i =
(X) I+x g(x) 1-x
Exercice 4
Etudier la limite a droite et a gauche de a pour chacune des fonctions suivantes :
3 1
1. f = X 5 a=—
() 1-2x 2
2. f(x) = ; ; a=1
x—1
3. f(x)=4x_5 ; a=1
-X
17
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Exercice 5

Déterminer dans chaque cas la limite de f & I’endroit indiqué et préciser Pasymptote s’il y a

lieu.

= 23— 522\/1 — 222 4+ 12;
? -3z
3r2 -3z +4’
z2 -6
2+zx—2
z2+a:—12.
2 —Tr+12°
sin(z +1)
-1 "

en +o0.

en —oo.
fa(x) =
fa(z) =
fs(x) =

; en —2

en 3

en —1

Exercice 6

fo(z) = 25— 422 +3; en —oo0.

fr(x) = cos (x—ig) - ;2{_—9; en 3.

3z? + 4sinz?

fs(z) = Ry ; en +oo.

fo(z) = (72® + 42— 32)%; en —co.
JE 3

fio(z) = —%— ; en0.

Déterminer les limites en -oo et en +oo des fonctions suivantes :

4x —1
3x+1

1. f(x):

x% +2x—1
3x%+5
—4x+1

x? +1

3x*+1
HI)=50T

2. f(x):

3. f(x)=

Exercice 7

Déterminer les limites des fonctions suivantes :

z—4
—x2+x+2
3z — z?
|z — 3|

z2\/z — 33
A o PR

en 2% et en +o0.

fi(z) =
fa(@) =

en —oo et en +3 .

en +00.

21
falz) = (79:2 + 4z — 6—32—1)2> ; en 1.

fs(z) = o7+ 4% +37; en —oo.
fo(z) = §i_n_:(:ci_;1); en 1
fa(z) = :%?—2:)%;—3; en 3
Ja(z) = C—Q%' en —oo

Limites de fonctions - Comportement asymptotique - Exercices

Exercice 8
1 2 x—sinx
est définie sur R- < —— ¢ par: X|==—"
/ { 3}p flx==5

1. Montrer que pour tout x > 0,
— +
2Xx 1Sf(X)SZX 1
3x+1 3x+1

2. En déduire la limite de f'en +oo.

Exercice 9

VaxTex+1

=

1. Prouver que pour tout réel x>0 : 4XZS4X2+X+1S(2X+1)2

2x+1
2. En déduire que pour tout réel x >0 : 2=< f(X)S pa

On définit f sur R* par : f(x)

3. Calculer la limite de f'en +oo.

Exercice 10
On considére 3 fonctions f, g et /4, définies sur R, telles que pour tout nombre réel

X,ona:
fx)=g(x)<h(x]
Si I’on sait que I’on a l_l)erg ( X) =t , alors on peut en déduire :
Réponse A : lim f(x)=+oo
X+
Réponse B : lim f(x):—oo
X+
Réponse C : lim h(x):+oo

X2+

Exercice 11
Calculer les limites suivantes :

V2Xx2—2x+3

4

. . X —3x+2

1. IHD _— 2. IHn -
X=>—0 X X2+ X+1

2/7

Mathématiques terminale S obligatoire - Année scolaire 2019/2020

http://tuteur-et-coach.fr



http://tuteur-et-coach.Fr/

Exercice 12
Déterminer les limites suivantes (On justifiera soigneusement) :

2 —
1. lim L’T 3. lim 3x—+/2x%+3
Xx—3" (3_X) X —>+0
3
2 Lim x~ +1 4 Lim V3x+3-3
x>3 X2 —2x—2 x—4" 4-X
2x — 6

Soit g définie sur R \ {4;3} par g(z) =
+oc et 47,

———————. Déterminer la limite de g en
—2 + 7z - 12 ¢

Exercice 13

On considére les fonctions de référence u, v, w et r définies par : u(x)=ax+b (affine), v(x)=x>

(carrée), W(x)=;1[— (inverse) et r(x)=\/; (racine carrée).

Décomposer les fonctions suivantes a l'aide des fonctions », v, wet r:

f(x):(\/;ﬁ)j , g(x)=(—2-;1:T)2 , h(x)=2Vx"+1+3

Pour chacune de ces fonctions, on choisira les valeurs de a et de b qui conviennent.

Exercice 14

___x3—3x+2 (x)= x+3-2
¥—4x+3 ¢ x—1
1°) Déterminer les domaines de définition de f et g.
2°) Peut-on calculer les limites de f(x) et g(x) lorsque x tend vers 1 ? Justifier.
3°)Onpose N(x)=x’—3x+2 et D(x)=x’—4x+3
a) Calculer N(1) et D(1).
b) Montrer qu'il existe trois réels a, b et c tels que N (x)=(x—1)(ax’+bx+c) .
¢) Factoriser N(x) puis D(x).
4°) Simplifier I'expression de fix) pour x#1 et en déduire la limite de f(x) lorsque x tend vers 1.
5°) En utilisant la quantité conjuguée du numérateur, simplifier l'expression de g(x) pour x#1
et en déduire la limite de g(x) lorsque x tend vers 1.

Soient f et g les fonctions définies par:  f (x)

Exercice 15

2 3
_2x+3x et k(x)= zx
x

Soit 2 la fonction définie par :  A(x) .

1°) Déterminer les domaines de définition de /4 et de k.
2°) Peut-on calculer les limites de A(x) et k(x) lorsque x tend vers 0 ? Justifier.
3°) Factoriser A(x) et k(x) pour x#0 et en déduire les limites de A(x) et k(x) lorsque x tend vers 0.
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Exercice 16
Déterminer les limites des fonctions suivantes :
Vrai-Faux

Pour chacune des affirmation ci-dessous, préciser si elle est vraie ou fausse. Justifier votre
réponse.

2
1) Sipourtoutx > 0,ona f(x)< s alors 1i131 f(x)=0.
X—>+00
2
2) Sipourtout x > 0,ona 2+; sf(x)<2+3—3: alors lirP fx)=2.

3) Sipourtoutx > 0,0na 1+§ < f(®) < 2+% alors 1ir+n f(x)=¢ avec £€[1;2].
X400

4) Si tl_i}}x J(x) = a, €7 ne coupe pas la droite d’équation y = a.

Exercice 17
Déterminer les limites des fonctions suivantes :

1. lim —)2_4 s lim x+V/x—4
x32F —X +x+2 x> —o0
. x—4 . 5+3xsinx
2. lim — 6. lim =
xd+0 — X +X+2 X=>—0 X +5
2 .
. X—X . sin(7x
3. lim 3— 7. 1i (72)
X=>—0 |X_3| x>0 2Xx
3x—x°
4. lim =—/———
x=>+3 |X_3|

Exercice 18
Déterminer les limites des fonctions suivantes :

fi(z) = cos (1}3'2-1) ;D=R.. En +oc.

sin 7x

fz(x) = ?, D ZR*. En 0.
sin7x
fa(@) = == D =[-%;31\ {0}. En 0.

fi@) = 222 D =R, \(9). Eno.

fs(z) = z3sin%; D =R*.En0.
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Exercice 19

Déterminer les limites suivantes (On justifiera soigneusement)

2 2
fim X =5x 18 fim 3x—2x2 + 3 bim 3x -\[2x2 13
£ (2 = x) P, r—d—ze
1

3 St —
fim —~—2x + fim 2 fim L}X"‘ 3 -3
xSdm x4 = 2x = 2 n—4ee rt\;; 2 2-x

Exercice 20

Soit la fonction f définie sur ]-0,0[ par :
f(x): x> —cosx
1. Démontrer que 1’on a pour tout x <0 :
f (x) <x3+1

2. En déduire la limite de f en -oo.

Exercice 21

Déterminer les limites suivantes :

o f . 1\* : 2z _ 16
a) TE}&Q b-— b) rBElx (2 - ?) ) 11'113] . d) mHTsc 422 4+ 9 — 1

x>0

Exercice 22
On considere la fonction f définie sur IR par f(z) =z — V22 + 1.
1. Déterminer la limite de f en —oo.

2. a. A quelle forme indéterminée la limite de f en +oco conduit-elle ?
-1
T+ VIT L

h. Démontrer que, pour tout réel z, f(z) =

¢. Déterminer la limite de f en +oo.

Exercice 23
Determiner les limites suivantes :
. 5 . . : . 9r+2 92° 4 2z
a) 1 5 —6xt £ 322 -12) b)) 1 o4 i
1) :tuili}o: (I o ) )) J:ng"x) (T tI+ 3) C) J‘EI-POO 3.?3 — 7 d) ‘rgll}‘:o 3:{,"3 - 7
192 + 2 (92 + 2 1 1
" : - : [ o i 2 L ’ : 2 .. o
O imTEE 0w T 0 (Roeen) Wi (o)
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Exercice 24

- . ar+b .
Soit f la fonction x 5 [ ol et b sont deux réels. f est représentée par la

courbe C dans un repeére orthogonal (O; :j)
1. Déterminer a et b tels que f(0) =0et lim f(z)=2.
T +00

2. Déterminer les asymptotes a C.

Exercice 25
Vrai ou faux
a. Si pour tout réel =, f(z) = 2%, alors lim f(z) = 4o0.
400
. . . " 1
b. Si pour tout réel z strictement positif, f{r) < = alors lim f(x)=0.
)

I L4000
c. Si pour tout réel x strictement positif, 1 < f(z) € z, alors lim f(i:

r—+oc T

= 0.

Exercice 26

. +1 ) _
Soit la fonction f définie sur D = R\ {1} par f(z) = — et C; sa courbe représentative.

2
a. Montrer que pour tout € D, f(z) =1+ 1+ p—

b. Déterminer la limite en —oo et +oo de f(z) — (z + 1).
¢. Quelle propriété peut-on en dédnire quant a Cy et la droite A1y =z 417
Représenter ce résultat sur un graphique.

Exercice 27
24z -1

— On

Soit g la fonction définie sur D = R\ {1} par 'expression g(r) =
note C; sa courbe représentative dans un repére orthogonal du plan.
1. Dresser le tableau de variation de f.

. Déterminer les limites de f & gauche et a droite en 1.
¢

-1

2
3. Déterminer trois réels a, b et c tels que, pour tout z € D, f(z) =azx+b+
4. Déterminer les limites de f en —oo et +o0.

5. Montrer que la droite A d’équation y = = + 2 est asymptote & C; en —oo et +oo.
6. Tracer l'allure de Cy.

7
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Probleme de synthese

Exercice 28
Déterminer les limites des fonctions suivantes :
2
Soit f 1a fonction numérique de la variable réelle x définie par: f (x )=§-—J%—E§1—x)3t§-
X

On désigne par C;la courbe représentative de f* dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,7, 7).
1°) Déterminer le domaine de définition de f'et montrer que C,admet une asymptote verticale.

bx+c

(x+1)

3°) Démontrer que C; admet une asymptote A vers +oo etvers —o donton déterminera la nature
4°) Déterminer la position relative de la courbe C; par rapport a 'asymptote A

2°) Montrer qu'il existe trois réels a, b, et ¢ tels que: S (x)=a+

Exercice 29
Déterminer les limites en -oo et en +oo des fonctions suivantes :
Soit f'la fonction définie par f{x) =. On note C la courbe représentative de f dans
un repére orthonormal.
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Déterminer trois réels a, b et c tels que pour tout réel x € R-{3},
fix) =ax+ b+
3. Calculer lim;\s\do8(x (—((f(x) — (2x + 3)) et lim;\s\do8(x ( +((f(x) — (2x + 3)).
Donner une interprétation graphique du résultat.
4. On note A la droite d’équation y = 2x + 3.
Etudier la position relative de C et de A.
5. Déterminer f(x) et f(x).
Donner une interprétation graphique de ce résultat.

Exercice 30

Soit f(x)=

2sinx — 3x .
——— définiesur D=R\ {2}

Déterminer xznjwf(x) et xlin;’ f(x)

Exercice 33

—3r+T7V/T+2
—3+z

et lim vVz2+1—+vVz2-1.

T—++400

Déterminer les limites : lim
r— 400
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Exercice 31

Soit f la fonction définie sur R par f(x)= V4x?+1 + 2x.
On se propose d’étudier le comportement de f (x) — 4x pour les grandes valeurs de x.
1. Le but de cette partie est d’observer et de conjecturer.
a. Recopier et compléter a l'aide d’un tableur la feuille de calcul suivante :

A B C
X fx) 4x
0 1 0
10 40,0249844 40
20
3u
40
50
60
70
80
90
100

b. Al'aide d’une calculatrice ou d'un logiciel, construire dans une méme fenétre la courbe re-
présentative de la fonction f et la droite d’équation y = 4x.

¢. Commenter les résultats obtenus dans les deux questions précédentes.
Conjecturer la limite en +oo de f(x) —4x.

ot |t
,__,ooooo\lmu W N -

—
N

2. Maintenant, on démontre. .
a. Démontrer que, pour tout réel x > 0, fxX)—4x=——

VA2 +1+2x
1
b. En déduire que, pour tout réel x >0, 0< f(x)—4x< o
c. Déterminer la limite de f(x) —4x en +oo.

Dire qu'une droite D d’équation y = ax+ b est une asymptote oblique en +oo & la courbe représentative
d’une fonction f signifie que XEwa(x) —-(ax+b)=0

Exercice 32
2

et g(x) = (x-2)2

Soient f et g les fonctions définies sur]—1; +oo[ par: f(x) =

1. Al'aide d’un logiciel ou d’une calculatrice, construire les courbes %5 et 6, représentatives des
fonctions f et g.
Quelles remarques sur ces courbes peut-on faire pour des grandes valeurs de x?

4
2. a. Démontrer que, sur]—1; +ool, g(x) - f(x) = 1
b. Déterminer la position relative de €5 et € sur]-1; +o00ol.

c. Calculer lalimite de g(x) — f(x) en +oo.

57
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Exercice 34

[ est la fonction définie sur R\ {—2;0} par f(z) = M
’ 42z’

On note C; sa courbe représentative.

1. Déterminer les limites de f en —oo et +oc.

. Déterminer les limites de f en —2 et 0.

. Interpréter graphiquement les résultats des deux questions précédentes.

. Calculer f'(x) et dresser le tableau de variation de f.

L - S L ]

. Tracer dans un repére les asymptotes de Cy et I'allure de C;.

Exercice 35

1) Déterminer lim 3x-1-
x——o0 x2+1

| 1
;  VxeR, - ——<
2) a) Démontrer que : Vx 3 " 2-cosx
Xx+2

b) En déduire la limite suivante :  lim ———
x—+e0 2 — COS X

3) Déterminer lim x— Vx? +1

Xx—4ca

Exercice 36
2z% + 22— 3

On considére la fonction f définie sur ]0; +oc| par f(z) = =
I

. . 2
1. Démontrer que, pour tout réel z 2 2, ona 0 < f{x) -2 < ot

2. Déterminer un réel A tel que, si z > A, alors 0 € f(r) — 2 < 1074,
3. Soit r un réel tel que 0 < r < 1.
Déterminer un réel A tel que,siz > A, alors 0 f(z) -2 < 7.
4. Quelle limite peut-on en déduire pour f?
5. Interpréter graphiquement cette limite.

Exercice 41

1. Démontrer que pour tout réel > 1, ona:

D . T . T
2. En déduire a:-l-}lfoo:r-l- 1 et I_lfi‘m Tz +1)

Limites de fonctions - Comportement asymptotique - Exercices

Exercice 37
f est une fonetion définie sur ]0; +oo| telle que :

1
e pourtout z 2 1, — £ f(z) < —;
T

z
1 1
e pour tout z €]0; 1], - < flz) € =
z
1. Peut-on en déduire la limite de f en +007? Si oui, la donner en justifiant la réponse.
2. Peut-on donner la limite de f en 07 Si oui, la donner en justifiant la réponse.

Exercice 38
Déterminer :

I lim 455
‘z-i-!-oo dp+1°'

2. lim (vVz2+4-1);

3o

3 rlirn—lﬁ z+2

Exercice 39

Soit f la fonction z ++ a +

ol a, b et ¢ sont des réels et dont le tableau de variation est le

T—c
suivant :
T oo 0 2 +09
-1 \ +oo
i) e \
—00 -1

1. Donner, en justifiant, les équations des asymptotes & la courbe repésentative de f.
2. {(a) Quel réel peut-on déterminer sans calcul. Le donner en justifiant la réponse.
b
(b) A partir de 'expression f(z) =a+ ot déterminer _131;;_1 F{z). Quel deuxiéme réel
bl T oo
cherché obtient-on ?
(c¢) Déterminer le troisiéme réel cherché.

Exercice 40

222 — 47— 8
Soit f la fonetion définie sur | —oo; —1[U] - 1; 3{U]3; +co| par f{z) = e —— et ¥ sa courbe
. . N - =2
représentative dans un repére (O; 1, ).
1. Déterminer les limites de [ aux bornes de son ensemble de définition et donner les équations
des asymptotes & €.
2. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation complet.

3. Donner l'allure de la courbe %.
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Exercice 42
2 +z+1

z2-4 - =
On note € sa courbe représentative dans un repére (O; 4, 7).

Soit f la fonction définie par f(z) =

1. Déterminer ’ensemble de définition de f.
2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et donner les équations

des asymptotes i la courbe représentative de f.
Exercice 43

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse
(éventuellernnt par une définition ou un dessin} :

1. Si _IHL f{z) = +o0, alors il existe un réel m tel que si z > m, alors f(z) > 10%.
I o0
2. Si f est croissante sur [0; +oo, alors lim f{z) = +o0.
r—+oo

3. Si leuf f(z) = -1, alors il existe un intervalle de la forme Jm;+oo[ tel que pour tout
z €|m; +oof, f(z) < 0.
4. Si 1im1 F(z) = +o0, alors la droite d’équation y = —1 est asymptote & €.
r——

Exercice 44

Le tableau ci-dessous décrit les variations d'une fonction f définie sur | — oo; 2[U]2; +o0|.

r oo 0 2 +oo
Fa |+ 0 - -
4 400
f(z) / \ \
L — 00 —ox) —2

(a) Préciser les limites de f aux bornes de son ensemble de définition puis donner les éven-
tuelles équations des asymptotes verticales ou horizontales a la courbe représentative
de f.

(b) Construire une courbe correspondant au tableau.

Limites de fonctions - Comportement asymptotique - Exercices

Exercice 45
1. Calculer les limites suivantes :

2 1 _ 43
(a) Ikr_r_lm (:c 2 )

W i [0-ve (2-9)

T—4oo

(¢) lim (24z—2%

T +os

. r+1
() {Ig}l w2 —4xr+3
(@) lim 222 — Tz + 6.
T2 xr—2
2. Etudier les limites aux bornes de son ensemble de définition de la fonction f définie sur

r+1
3; ) = .
J3; +oo par f(z) = /=

3. Etudier la limite en +co de la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(z) = vdz? + 3 — 2z.

Exercice 46
222 — 4 -2
20r—-3
On a obtenu sur I'écran d’une calculatrice la représentation graphique suivante ¥ de la fonction
f (la fenétre d’affichage est précisée & coté) :
View Window

| i —

scaleil
dot. 35953492@6

H‘"l\ . oot
g

f est la fonction définie sur R\ g par f(z) =

Mha
[IHIT [TRIGIETD FRDD (S

1. Utiliser cette vue d'écran pour conjecturer :
C e, 3
(a) les limites éventuelles de f en —oo, en +o0o et cn X
(b) une équation de I'asymptote verticale & %.

2. Démontrer les conjectures.
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