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APPLICATIONS LINEAIRES 
 

I.  GENERALITES 

 

EXERCICE 1. Dire si les applications suivantes sont linéaires ou non : 

𝑓1:
ℝ3[𝑋] → ℝ3[𝑋]

𝑃 → 𝑋𝑃′ − 𝑃
 ;  𝑓2 :

ℝ3 → ℝ2

(𝑥, 𝑦, 𝑧) → (𝑥 − 𝑦, 1)
 ;   𝑓3 :

ℝ2 → ℝ3

(𝑥, 𝑦) → (𝑥, 𝑦, 𝑥𝑦)
 ;   

𝑓4 :
ℝ3 → ℝ2

(𝑥, 𝑦, 𝑧) → (𝑥 − 2𝑦, 𝑦)
 ; 𝜑 :

𝐶0(ℝ) → ℝ

𝑓 → ∫ 𝑥2𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0

 𝑓5:
{𝑢 ∈ ℝℕ | 𝑢 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒} → ℝ

𝑢 → lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛
  

 

EXERCICE 2.  Soit 𝑓:
ℝ2[𝑋] → ℝ3

𝑃 → (𝑃(0), 𝑃′(0), 𝑃′′(0))
. 

1. Prouver que 𝑓 ∈ 𝐿(ℝ2[𝑋], ℝ3). 

2. L’application 𝑓 est-elle injective ? 

3. L’application 𝑓 est-elle surjective ? 

4a.  Déterminer l’image par 𝑓 des vecteurs de la base canonique ℬ de ℝ2[𝑋]. On note ℬ′ cette nouvelle famille. 

4b.  La famille ℬ′ forme-t-elle une nouvelle base de ℝ3 ? 

 

EXERCICE 3. Soit 𝐴 = (
1 1 2

−1 2 1
0 1 1

) et 𝑓:
𝑀3,1(ℝ) → 𝑀3,1(ℝ)

𝑋 → 𝐴𝑋
. 

1. Prouver que 𝑓 ∈ 𝐿 (𝑀3,1(ℝ)). 

2. L’application 𝑓 est-elle injective ? 

3. L’application 𝑓 est-elle surjective ? 

4a.  Déterminer l’image par 𝑓 des vecteurs de la base canonique ℬ de 𝑀3,1(ℝ). On note ℬ′ cette nouvelle famille. 

4b.  La famille ℬ′ forme-t-elle une nouvelle base de 𝑀3,1(ℝ) ? 

 

EXERCICE 4.  

Soit 𝑓 un endomorphisme d’un espace vectoriel 𝐸 qui admet le polynôme 𝑃 = 𝑋4 − 1 pour polynôme annulateur. 

Prouver que 𝑓 est un isomorphisme et exprimer 𝑓−1 en fonction de 𝑓. 

 

EXERCICE 5.  

Soit 𝑓:
ℝ2 → ℝ2

(𝑥, 𝑦) → (−𝑦, 𝑥)
. 

a.  Prouver que 𝑓 est un endomorphisme, déterminer 𝑓2 et en déduire un polynôme annulateur 𝑃. 

b. Montrer que 𝑓 est bijective et expliciter 𝑓−1((𝑥, 𝑦)) pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2. 

c.  On oublie le 2a et le 2b ! Prouver par les méthodes classiques que 𝑓 est un isomorphisme et retrouver l’expression 

de 𝑓−1.  
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II.  NOYAU - IMAGE 

 

EXERCICE 6. Reprendre l’application linéaire 𝑓5 de l’exercice 1 et déterminer 𝐾𝑒𝑟(𝑓5) et 𝐼𝑚(𝑓5). 

𝑓5 est-elle injective ? surjective ? est-elle un isomorphisme ? 

 

EXERCICE 7. Soit 𝐸 = ℝℕ l’espace vectoriel des suites réelles et 𝑓 l’application de 𝐸 dans 𝐸 qui à une suite 𝑢 associe 

la suite 𝑣 définie par ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛+1. 

1. Déterminer 𝑓((2𝑛)𝑛∈ℕ) et 𝑓((2𝑛 + 1)𝑛∈ℕ) 

2. Prouver que 𝑓 est un endomorphisme 

3. Déterminer son noyau. 𝑓 est-elle injective ? 

 

EXERCICE 8. Soit 𝑓:
ℝ3[𝑋] → ℝ3[𝑋]

𝑃 → 𝑅
 où 𝑅 est le reste de 𝑃 dans la division euclidienne par 𝑋 − 1 

1a. Montrer que 𝑓 est un endomorphisme 

1b.  Déterminer l’image par 𝑓 de chaque vecteur de la base canonique de ℝ3[𝑋]. 

2a.  Déterminer une base de 𝐾𝑒𝑟(𝑓). 𝑓 est-il injectif ? 

2b.  Déterminer une base de 𝐼𝑚(𝑓). 𝑓 est-il surjectif ? 

 

EXERCICE 9. Un peu d’art abstrait… 

Soit 𝐸 un ev et 𝑓 un endomorphisme de 𝐸. 

      1a. Montrer que 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ⊂ 𝐾𝑒𝑟(𝑓2) 

      1b. Montrer que 𝐼𝑚(𝑓2) ⊂ 𝐼𝑚(𝑓) 

2. Prouver que 𝐾𝑒𝑟(𝑓) = 𝐾𝑒𝑟(𝑓2) ⇔ 𝐼𝑚(𝑓) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝑓) = {0} 

 

EXERCICE 10. Soit 𝐸 un ev et 𝑓 un endomorphisme de 𝐸. 

      1a. Mise en jambe : on suppose que 𝑓 vérifie 𝑓2 − 3𝑓 + 2𝐼𝑑 = 0 : à l’aide d’un raisonnement analyse-

 synthèse, montrer que 𝐸 = 𝐾𝑒𝑟(𝑓 − 2𝐼𝑑) ⊕ 𝐾𝑒𝑟(𝑓 − 𝐼𝑑). 

      1b. Déterminer le reste de la division euclidienne du polynôme 𝑋𝑛 par 𝑋2 − 3𝑋 + 2, pour 𝑛 ∈ ℕ. 

      1c. En déduire un expression de 𝑓𝑛 en focntion de 𝑓, de 𝐼𝑑 et de 𝑛 ∈ ℕ. 

      1d. Prouver que  𝐼𝑚(𝑓 − 𝐼𝑑) ⊂ 𝐾𝑒𝑟(𝑓 − 2𝐼𝑑) et que 𝐼𝑚(𝑓 − 2𝐼𝑑) ⊂ 𝐾𝑒𝑟(𝑓 − 𝐼𝑑). 

      2.  Soit 𝑔 un endomorphisme tel que 𝑔3 = 𝑔 : montrer que 𝐸 = 𝐾𝑒𝑟(𝑔) ⊕ 𝐾𝑒𝑟(𝑔 − 𝐼𝑑) ⊕ 𝐾𝑒𝑟(𝑔 + 𝐼𝑑). 
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EXERCICE 11. D’après EML 2015. 

Soit 𝐸 = {𝑃 ∈ ℝ4[𝑋]  |  𝑃(0) = 𝑃(4) = 0}, soit 𝑊 le polynôme 𝑊 = 𝑋(𝑋 − 4). 

1. Prouver que 𝐸 est un espace vectoriel sur ℝ. 

2. Prouver que l’application 𝜙: ℝ2[𝑋] → 𝐸 qui à un polynôme 𝑃 associe le polynôme 𝜙(𝑃) = 𝑊𝑃 est un 

isomorphisme.  

III.  PROJECTEUR 

 

EXERCICE 12. Soit 𝐹 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 | 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0} et 𝐺 = 𝑣𝑒𝑐𝑡((1,0,1)). 

1. Prouver que 𝐹 et 𝐺 sont supplémentaires dans 𝐸 = ℝ3. 

2. Déterminer le projeté sur 𝐹 parallèlement à 𝐺 d’un vecteur (𝑎, 𝑏, 𝑐) de ℝ3. 

3. Déterminer le projeté sur 𝐺 parallèlement à 𝐹 d’un vecteur (𝑎, 𝑏, 𝑐) de ℝ3. 

 

EXERCICE 13. Soit 𝑓 un endomorphisme de l’ev ℝ𝑛 et tel que 𝑓2 =
1

2
(𝑓 + 𝐼𝑑). On suppose de plus que 𝑓 

n’est pas une homothétie. 

1. Exprimer 𝑓3 comme combinaison linéaire de 𝐼𝑑 et 𝑓. 

2. Prouver que pour tout entier naturel 𝑛, il existe un couple (𝑎𝑛, 𝑏𝑛) de réels tels que  

𝑓𝑛 = 𝑎𝑛𝑓 + 𝑏𝑛𝐼𝑑   𝑎𝑣𝑒𝑐  {
𝑎𝑛+1 =

1

2
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

𝑏𝑛+1 =
1

2
𝑎𝑛

 

3. En déduire une expression en fonction de 𝑛 de 𝑎𝑛 et de 𝑏𝑛. 

4. Déterminer la limite des suites (𝑎𝑛) et (𝑏𝑛). 

5. Soit alors 𝑝 l’endomorphisme 𝑝 =
2

3
𝑓 +

1

3
𝐼𝑑 : vérifier que 𝑝 est un projecteur. 
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