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jeudi 02 Septembre 2021

DEVOIR SURVEILLE 01 - ECG1
MATHEMATIQUES APPROFONDIES

Durée : 3h Calculatrice interdite.

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour
une part importante dans |’appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.
1Is ne doivent faire 'usage d’aucun document : seule ['utilisation d’une régle graduée est autorisée.

EXERCICE 01

1. Simplifier les expressions suivantes :

1 6 5 RS 3 5 9 1 (—18)7 x 2* x (—50)3
3,17 ’
5

2 4

A==-4—-+>:B= 4z =
6tgtg’ 276 (C25)% X (—4)5 x (=27)?

2. Sachant que e = 2.7, donner le signe de In 2 — 0.5, en justifiant votre réponse.

3. Soitaetb deuxréelstelsque: —2<a<1letl<b<3.
Encadrer au mieux les nombres suivants : a? puis a — 2b.

4. Exprimer comme quotient de deux entiers les nombres suivants :

. In8—1In2 123 x 100
A = eln2-In3 ;. B= ; —
In 2 44 x 27
5. Résoudre sur leur domaine les inéquations suivantes :
A.x*<5 B.-<1 Cx+2<— D.2-3Inx <3

6. Montrer par récurrence que vn € N, 2" >n + 1.

7. Dresser le tableau de variations complet de la fonction f suivante sur R.

Justifier précisément les limites de f aux bornes de son domaine : f(x) = xe™%* .
8. Déterminer le signe du trindbme 11m? + 11m — 22 de variable réelle m.

9. Pour quelles valeurs du réel k I'équation ﬁ = k d’'inconnue le réel x a-t-elle au moins une solution ?

EXERCICE 02

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 3e™* + 2x.
1. Résoudre sur R I'inéquation e ™ < % .

2. Dresser le tableau de variations de fsur R.

3. Déterminer le nombre de zéros de la fonction f, en justifiant votre réponse.
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EXERCICE 03

Soit la suite (u,) définie sur N par : uy, = 2 et pour tout entier naturel n, u,,; = %un + %n + 1.

1. Calculer les termes uy, u, et us.

2a. Démontrer que pour tout entier naturel n, u, < n+ 3.
2b. Démontrer que pour tout entier naturel n, u,,, —u, = %(n + 3 —uy,).

2c. En déduire le sens de variation de la suite (uy).
3. On désigne par (v,) la suite définie sur N par v,, = u,, — n.

- . . , L. . 2
3a. Démontrer que la suite (v,,) est une suite géométrique de raison 3

n
3b. En déduire que pour tout entier naturel n, u,, = 2 (g) +n.
3c. Déterminer la limite de la suite (u,).
4. Pour tout entier naturel non nul n, on pose : S, = Yk="u, = ug +u; + -+ u, etT, = % .

4a. Exprimer S, en fonction de n.

4b. Déterminer la limite de la suite (T,).
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ELEMENTS DE CORRECTION
CORRIGE EXERCICE 01

1. Simplifier les expressions suivantes :

6
1.6 5 75735 3 5 9 1y _ (=18)7 x2*x (=50)°
ATetete Pt T <E_Z)X<Z+E) D= s car x 272
1075
Voici les calculs demandés :
1l 6,5 3 3 10 138 5 26 27 53
ettt Tt T T3 i T36
4_6 14 6y 1,28-30
p_25 35 _56"7 573 _ 2 2 4
i 1 5 1 3575 35x5
0 5 10 2
3 5 /9 1, 1 29 29
c=(5-3)x(ir o )=i7 =%
Do (—18)7 x 2% x (~50)7 273" x2*x 2’50 21431456 2438
T 20 X (45 x (—27)2 | 59x210x36 103658 g2

2. Sachant que e = 2.7, donner le signe de In 2 — 0.5, en justifiant votre réponse. Notons A =In2 — 0.5 :
=1In2 —§= In 2 —%lne puisquelne =1

1
=1n2 — In+e puisque nln a = In(a™) pour tout rationnelle n, et qu’on sait que az = Va
—1n(2 V4 _ a

A= ln(\/_) ln(\/_) puisquelna —Inb = lnb
=In (\F) puisque— = \F (méme régle que pour les puissances)
Enfin, A = —ln( ) puisque Inva = —lna

Puisque e = 2.7 alors = -> 1 et comme la fonction In est croissante, on a bien A = ilng > iln 1=0.

Méthode 2.
Onaln2-0.5>0<1n2> 0.5 o 2> e puisque I'exponentielle est croissante strictement.
Ainsi:In2 — 0.5 > 0 © 4 > el en passant au carré, les quantités en jeu étant positives.

3. Soitaeth deuxréelstelsque: —2<a<letl<bh<3.
Encadrer au mieux les nombres suivants : a? puis a — 2b.

e Attention, la fonction carré n’est pas croissante sur [—2; 1]. On peut juste affirmer que
i—2<a<1lalors0<a?<4.

e Attention, on ne peut pas soustraire des inégalités, la stratégie est la suivante : multiplier par —

ajouter.

Ona

—-2<a<1_. —-2<a<l1 . i NS . A
l<p<3 PUS_o_ o) _,PUSON peut additionner des inégalités rangées dans le méme

sens, ce quidonne : -8 <a—2b < —1.
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4. Exprimer comme quotient de deux entiers les nombres suivants :

4 = pin2-In3 B_ln8—ln2 _ C_123><100
—° $ P T Tz 7 YT T4t xer
Ona:
A= eln2—ln3 = eln(g) = E
8 3
g m8—In2 _ln(g) _In2? 2In2
~ In2 " In2 In2 In2
43 x 33 x 4 x 25
B 4% x 33 B
5. Résoudre sur leur domaine les inéquations suivantes :
A.x2<5 B.:C:42X<1 C.x+2<x% D.2-3lnx <3

5A. x> < 5 © x2 — 5 < 0 : on reconnait un trinéme de racines —V/5 et \/5, de coefficient dominant positif. Il est donc négatif
entre ses racines. S = [—/5;V/5].

x—2
<le&
3—-4x

x—2 x—2 (3-4x) 5x—5
5B. " —

-1<0& <0&
3—4x

< 0:on pourrait a ce stade dresser un tableau de signes, mais en
3—-4x 3—-4x 3—4x

remarquant que le signe d’un quotient est le méme que celui d’un produit, I'étude du signe du trindme (5x — 1)(3 — 4x)
suffit.

Il est de racines évidentes 1 et %, de coefficient dominant négatif donc S =] — ©; 3/4[ U |1; 00|

(x+2)%-3 (x+2-v3)(x+2+3)

5Cx+2<—ox+2-—<0o I3 o < 0 :un tableau de signes semble ici indispensable.
x+2 x+2 x+2 x+2

Notez que le numérateur est un trindme de racines —2 + v/3 et —2 — /3, de coefficient dominant positif.

X -0 —2—-v3 -2 2443 +o0
(x+2)*-3 + 0 -] - 0 +
- | - 0 + | + S =]—o0;—2—3[U] —2; -2 + V3|
x+ 2
9x — 8 - 0 + || - 0 +
3 —4x

1
5C.2—31nx§3@—1S31nx@1nx2—§@x2€“§
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6. Montrer par récurrence que Yn € N, 2" >n + 1.

On pose P(n) : "2" 2n+ 1",

— Initialisation de la récurrence : cas n = (.

2" =1 = 0+ 1 done P(0) est vraie.

— Hérédité : Supposons que P(n) soit vraie pour un certain n; on a done 2™ = n+ 1.
Nous devons prouver que (pour ce n) P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire que 2"+ > (n+ 1)+ 1 =n +2.

Mais 27+ = 2 % 2" done comme par hypothése de récurrence, on a 2 > n+ 1 et que 2 = 0,

on obtient 2 x 2™ = 2(n + 1) soit antl = an 49,

Or2n+2—(n+2)=nz=0donc2n+2=n-+2.
Par conséquent 2"+ > 2n 42 > n 4 2, ce qui démontre que P(n + 1) est vraie.

— Conelusion : Pin) est vraie pour tout entier n positif.

7. Dresser le tableau de variations complet de la fonction f suivante sur R.

Justifier précisément les limites de f aux bornes de son domaine : f(x) = xe™2* .

f est dérivable sur R de dérivée f'(x) = 1e72* + x(—2)e~2* = e~2*(1 — 2x) qui est du signe de 1 — 2x

X | —oo 1/2 +o00 | o
[l o - .
f A N

—00 0

8. Déterminer le signe du trindme 11m? + 11m — 22 de variable réelle m.

On pourrait passer par le discriminant, mais il y a plus rapide !

Ses racines sont —1 et 2 : comme son coefficient dominant est négatif, on obtient :

11m?+11m—-22=11(m? + m - 2)

On a par ailleurs :
lim f(x) = —oo par produit (« —co x (+c0) »)

lim f(x) = 0 par croissances comparées

x—+00

racines évidentes

11(m - 1)(m + 2)

m

—00

-2

1

+ oo

11m?2 + 11m — 22

+

0

0

+

9. Pour quelles valeurs du réel k 'équation ﬁ = k d’inconnue le réel x a-t-elle au moins une solution ?

Domaine de validité : D = R car le trinbme au dénominateur est de discriminant strictement négatif.

x
1+x+x2

Sur D :

=kox=k+kx+kx? okx*+k-Dx+k=0

- Sik =0:/Iléquation de degré 1 —x = 0 a au moins une solution (exactement une méme)
- Sinon : le trindbme kx? + (k — 1)x + k est de discriminant

§=(k—1)2—4k? = (k—1-2k)(k — 1+ 2k) = (—k — 1)(3k — 1)

On veut que § = 0 donc on étudie le nouveau trindbme (—k — 1)(3k — 1), de racines évidentes

-1 etg . Etant de coefficient dominant négatif, il est positif entre ses racines.

Ontrouve que S = [—1;&], ensemble des solutions de ce probléme (0 est dedans).
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CORRIGE EXERCICE 02

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 3e™* + 2x.

, o . _ 2 . . .
1. Résoudre sur R I'inéquation e ™* < 3 Par croissance (stricte) du logarithme,

‘x<2<:> <12<:> > —1 —13
e 3 x n3 x n3 = n2
2. Dresser le tableau de variations de fsur R.

e f estdérivable de dérivée f'(x) = —3e™* + 2

e Etudions par exemple I'inéquation f'(x) > 0:

2 3
f’(x)>O<:>—3e‘x+2>0<:)e‘x<§<:>x6[ln§:+°°[

D’apres Q1, on obtient alors X 3
—o00 In= + o
-0 -+
+00 +00
f N A
2+2In2

e Parsomme, lim f(x) = 400 (« 0+ o0 »)
X—+00

e En—oo:f(x)=3e*+2x =e (3 + 2xe¥).
Par croissances comparées, lim xe* = 0 donc par produit, lim f(x) = +4oco.
X—>—00

X——00

3. Déterminer le nombre de zéros de la fonction f, en justifiant votre réponse. Comme 2 + 2 lnz >0,f

est minorée par un réel strictement positif donc elle ne s’annule pas.

CORRIGE EXERCICE 03

Soit la suite numérique (u,,) définie sur N par : u, = 2 et pour tout entier naturel n, U, = gun + %n + 1.
. 17 8
1a. Calculer uy, Uy, u5. On obtient uy = 2 +§=§;u2 =2 +;=?;u3 =3+—==—.

2a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, < n + 3. Procédons par récurrence et notons P(n) la
propriété:«u, <n+3»oun€N.
e Puisque I'on a uy = 2, on vérifie bien que u,, < 0 + 3 : P(0) est donc vraie.
e Supposons P(n) vraie aunrangn, cad queu,, < n+ 3.Parconséquent:
2 2 L2 2
FUn < §(n+ 3) cad-up, < Sn+2.
- 2 2 1 . P
On en déduit que : 3 Un + gn +1< 3n +2+ 3N + 1 : mais par définition,
2 1
Uns1 =S Un + 3N + 1 donc on a obtenu que u,,; < n+ 3.

Orn+3<n+4,dol u,,; <n+4cadqueP(n+1)estvraie.
e La propriété est vraie pour n = 0 et elle est héréditaire : elle est donc vraie pour tt entier naturel n.
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2b. Démontrer que pour tout entier naturel n, u, 1 — u, = %(n +3—1u,).0Ona
2 1 1 1 3 1
Uppq — Uy =§un+§n+1—un = —§un+§n+§=§(n+3—un)
2c. En déduire le sens de variation de la suite (u,,). Comme on I’a montré a la question précédente, pour tout n naturel, on a
u, < n+ 3 ce qui équivaut a dire que n + 3 — u,, est positive et donc que u,,; — u, = 0 : la suite () ey €St Croissante.

3. On désigne par (v,,) la suite définie sur N par v, = u,, — n.
3a. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison + Exprimons v,,,, en fonction de v,,.

2 1 2 2
vn+1=un+1—(n+1)=§un+§n+1—n—1=§un—§n=§(un—n)

2 . s . 2 .
Doncv,,1 = IVn: la suite (V) ey €St géométrique de raison g = 7 de premier terme vy = uy, — 0 = 2.

n

n
3b. En déduire que pour tout entier naturel n, u,, = 2 G) + n. On déduit du 3a que v, = v, X q" = 2 (g) .

n
Comme pour tout n, v, = u, — n, on obtientu, = v, +n=u, = 2 (3) +n.

3c. Déterminer la limite de la suite (u,,). Puisque la raison g vérifie —1 < g < 1, on en déduit que lim v, = 0 et par somme
n—-+oo

de limites, on trouve lim u, = +oo.
n-+oo

S
H . — n — —°n
4. Pour tout entier naturel non nul n, on pose S, = Zk:O U, =Ug+u +--+uyetl, = el

4a. Exprimer S,, en fonction de n. Par linéarité de la somme, on
n n

REORIC DY

k=0 k=0

e Lesrésultats sur les sommes de termes consécutifs d’une suite géométrique donnent
n+1
k

N ) 2\
Ya(3) =2 =6x(1-(5)
3 1— (g) 3
k=0 3

e  Ceux sur les sommes de termes consécutifs d’une suite arithmétique donnent

- (n+1)
nn
Zk:T

k=0

Ainsi, on a
2\""\ n(n+1)
Sn=6><<1—(§) )+T
4b. Déterminer la limite de la suite (7},). Par conséquent,

_6x (1 ~ (z)nﬂ) frtd)

3 2
T, = —
n+1
6x(1_(2) ) n(n+1)
T, = ¥ )y 2
" nz +1 nz
271
T_6><<1—(§) >+l+i
no n2 2 2n

n+1
e Puisque —1 < g <1,ona:lim, e (Z) =0.

n+1
Donc par limite d’'une somme de suites, puis d’un produit de suites : lim,,_,, ,6 X (1 - (g) ) = 6.

6x(1-(§)"+1) B

. . 2 .. , . . .
Par ailleurs, lim,,_, ;. ,n* = +00, donc par limite d’un quotient de suites, lim,,_, o, 2

. 11 . 1 . - , . N
De plus lim,,_,; =3 etlim,_ e b 0, et donc finalement, par limite d’'une somme de suites, on arrive a conclure que la

. 1
suite T converge vers >
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