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DS 06 – ECS1 
 
Durée : 4h                 Calculatrice interdite. 

 
La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour 

une part importante dans l’appréciation des copies. 

Les candidats sont invités à encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs. 

Ils ne doivent faire l’usage d’aucun document : seule l’utilisation d’une règle graduée est autorisée. 

 

EXERCICE 01 
 

Pour tout entier naturel 𝑛 on pose  

𝑢𝑛 = ∫ 𝑥𝑛𝑒1−𝑥𝑑𝑥
1

0

  . 

1. Calculer 𝑢0 et 𝑢1. 

2a. Montrer que pour tout entier naturel 𝑛 on a 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤
𝑒

𝑛+1
  . 

2b. La suite (𝑢𝑛)𝑛 est-elle convergente ? 

 

3a. Montrer que pour tout entier 𝑛 ≥ 1 on a 𝑢𝑛 = 𝑛𝑢𝑛−1 − 1   . 
3b. Ecrire une fonction Scilab d’en-tête 𝑧 = 𝑢(𝑛) qui à un entier 𝑛 associe la valeur de 𝑢𝑛. 

3c. A l’aide du (3a), déduire que pour tout entier 𝑛 ≥ 0 on a 𝑢𝑛 = 𝑛! (𝑒 − ∑
1

𝑘!
𝑛
𝑘=0 )  . 

3d. Montrer alors que lim
𝑛→+∞

∑
1

𝑘!
𝑛
𝑘=0 = 𝑒 . 

 

4. Soit 𝑎 un nombre réel et (𝑣𝑛)𝑛≥0 la suite définie par {
𝑣0 = 𝑎

∀𝑛 ≥ 1,   𝑣𝑛 = 𝑛𝑣𝑛−1 − 1
 . 

4a. Montrer que pour tout 𝑛 ≥ 1, 𝑣𝑛 = 𝑛! (𝑎 − ∑
1

𝑘!
𝑛
𝑘=1 ) . 

4b. En déduire que la suite (𝑣𝑛) converge si et seulement si 𝑎 = 𝑢0. 

 

5a. Montrer à l’aide du 3a que pour tout entier naturel 𝑢𝑛 =
1

𝑛+1
+

1

(𝑛+1)(𝑛+2)
+

𝑢𝑛+2
(𝑛+1)(𝑛+2)

 

5b. En déduire que 𝑢𝑛 −
1

𝑛
= 𝑜(

1

𝑛2
) lorsque 𝑛 → +∞. 

 

EXERCICE 2 

 

Soit 𝐹 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3  |   {
𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 0
𝑥 − 𝑦 = 0

     } ,  𝐺 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3  |  𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 0}  et 𝐻 = 𝑣𝑒𝑐𝑡((1,1,2)). 

 

1. Prouver que 𝐹 et 𝐺 sont des espaces vectoriels sur ℝ et en déterminer une base. 

 

2a. Déterminer une base de l’espace vectoriel 𝐺 ∩ 𝐻. 

2b. Déterminer une base de l’espace vectoriel 𝐺 + 𝐻. 

2c. Les espaces 𝐺 et 𝐻 sont-ils supplémentaires dans ℝ3 ?    

 

3. Prouver que 𝐹 et 𝐺 sont supplémentaires dans ℝ3. 

 

4a. Justifier que tout vecteur 𝑢 ∈ ℝ3 se décompose de manière unique sous la forme 𝑢 = 𝑢1 + 𝑢2 avec 𝑢1 ∈ 𝐹 et 

𝑢2 ∈ 𝐺. 

4b. Soit 𝑢 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3.  

Par un raisonnement d’analyse-synthèse, déterminer les coordonnées des vecteurs 𝑢1 et 𝑢2 de la décomposition du 

4a, en fonction des coordonnées du vecteur 𝑢. 

Samedi 06 Mars 2021 
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EXERCICE 3 

 

Pour tout couple de réels (𝑥, 𝑦), on définit la matrice 𝑀(𝑥, 𝑦) par :  

𝑀(𝑥, 𝑦) = (

3𝑥 −2𝑥 + 2𝑦 2𝑥 − 𝑦
−𝑥 − 𝑦 4𝑥 − 3𝑦 −2𝑥 + 𝑦
−2𝑦 4𝑥 − 4𝑦 −𝑥 + 𝑦

) 

 

On appelle 𝐸 l’ensemble des matrices 𝑀(𝑥, 𝑦) où 𝑥 et 𝑦 décrivent ℝ : 𝐸 = {𝑀(𝑥, 𝑦),    (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2}. 

On note 𝐴 = 𝑀(1,0) et 𝐵 = 𝑀(0,1).  
 

1. Montrer que 𝐸 est un ℝ - espace vectoriel. En déterminer une base.  
 

2. Déterminer les réels 𝜆 tels que la matrice 𝐴 − 𝜆𝐼 ne soit pas inversible. 
 

3. Soit 𝑃 la matrice 𝑃 = (
1 2 1
−1 −3 −1
−2 −4 −1

) et 𝐷𝐴 = (
1 0 0
0 2 0
0 0 3

). 

3a. Vérifier que 𝑃 est inversible et déterminer 𝑃−1. 

3b. Vérifier que 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷𝐴 
 

4.  Vérifier que 𝑃−1𝐵𝑃 est une matrice diagonale, et identifier là. 
 

5.  En déduire que pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, il existe une matrice diagonale 𝐷(𝑥, 𝑦) de ℳ3(ℝ) telle que :  

𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑃𝐷(𝑥, 𝑦)𝑃−1. 
 

6.  En déduire une condition nécessaire et suffisante sur (𝑥, 𝑦) pour que 𝑀(𝑥, 𝑦) soit inversible.  
 

7.  Montrer que 𝐵2 est un élément de 𝐸. La matrice 𝐴2 est-elle aussi un élément de 𝐸 ?  

 

EXERCICE 4 

Pour tout entier 𝑛 supérieur ou égal à 2, on considère une urne contenant 𝑛 boules numérotées de 1 à 𝑛, dans laquelle on effectue 

une succession de (𝑛 + 1) tirages d’une boule avec remise et l’on note 𝑋𝑛 la variable aléatoire égale au numéro du tirage où, 

pour la première fois, on a obtenu un numéro supérieur ou égal au numéro précédent. 

Par exemple, si 𝑛 = 5 et si les tirages amènent successivement les numéros 5,3,2,2,5,3, alors 𝑋5 = 4. Pour tout 𝑘 de ⟦1; 𝑛 + 1⟧, 

on note 𝑁𝑘 la variable aléatoire égale au numéro obtenu au 𝑘-ième tirage.  
 

0. Déterminer, pour tout entier 𝑛 supérieur ou égal à 2, le support de la variable aléatoire 𝑋𝑛. 

 

Partie I : Etude du cas 𝒏 = 𝟑 

On suppose dans cette partie uniquement que 𝑛 = 3. L’urne contient donc les boules numérotées 1, 2, 3.  
 

1a. Exprimer l’évenement (𝑋3 = 4) à l’aide d’événements faisant intervenir les variables 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3. En déduire P(𝑋3 = 4).  

1b. Montrer que P(𝑋3 = 2) =
2

3
, et en déduire P(𝑋3 = 3).  

2.  Calculer l’espérance de 𝑋3.  

 

Partie II : Cas général 

Dans toute cette partie, 𝑛 est un entier fixé supérieur ou égal à 2.  
 

3. Pour tout 𝑘 de ⟦1; 𝑛 + 1⟧, reconnaître la loi de 𝑁𝑘 et rappeler son espérance et sa variance. 

4. Calculer P(𝑋𝑛 = 𝑛 + 1).  
 

5a. Montrer, pour tout 𝑖 de ⟦1; 𝑛⟧ : P(𝑁1=𝑖)(𝑋𝑛 = 2) =
𝑛−𝑖+1

𝑛
.  

5b.  A l’aide d’un système complet d’évènements bien choisi, en déduire une expression simple de P(𝑋𝑛 = 2).  
 

6.  Soit 𝑘 ∈ ⟦2; 𝑛⟧. Justifier l’égalité d’événements suivante : (𝑋𝑛 > 𝑘) = (𝑁1 > 𝑁2 > ⋯ > 𝑁𝑘). 

En déduire que P(𝑋𝑛 > 𝑘) =
1

𝑛𝑘
(
𝑛
𝑘
). 

Vérifier que cette dernière égalité reste valable pour 𝑘 = 0 et pour 𝑘 = 1.  
 

7.  Exprimer, pour tout 𝑘 ∈ ⟦2; 𝑛 + 1⟧, P(𝑋𝑛 = 𝑘) à l’aide de P(𝑋𝑛 > 𝑘 − 1) et de P(𝑋𝑛 > 𝑘).  

8. Montrer : ∀𝑘 ∈ ⟦2 ; 𝑛 + 1⟧, P(𝑋𝑛 = 𝑘) =
𝑘−1

𝑛𝑘
(
𝑛 + 1
𝑘

).   

http://revisermonconcours.fr/?ref=doc
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ELEMENTS DE CORRECTION 
CORRIGE EXERCICE 01 

 

Pour tout entier naturel 𝑛 on pose 𝑢𝑛 = ∫ 𝑥𝑛𝑒1−𝑥𝑑𝑥
1

0
  . 

1. Calculer 𝑢0 et 𝑢1. 

• 𝑢0 = ∫ 𝑥0𝑒1−𝑥𝑑𝑥
1

0
= ∫ 𝑒1−𝑥𝑑𝑥

1

0
= [−𝑒1−𝑥]0

1 = −(𝑒0 − 𝑒) = 𝑒 − 1 

• 𝑢1 = ∫ 𝑥1𝑒1−𝑥𝑑𝑥
1

0
. Effectuons uns IPP : 

Posons {
𝑢 = 𝑥

𝑣′ = 𝑒1−𝑥
 alors { 𝑢′ = 1

𝑣 = −𝑒1−𝑥
 : les fonctions 𝑢 et 𝑣 sont 𝐶1([0; 1]) donc d’après la formule d’intégration par 

parties,  

𝑢1 = −[𝑥𝑒
1−𝑥]0

1 +∫ 𝑒1−𝑥𝑑𝑥
1

0⏟      
𝑢0

= −1 + 𝑒 − 1 = 𝑒 − 2 

2a. Montrer que pour tout entier naturel 𝑛 on a 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤
𝑒

𝑛+1
  . 

Méthode : Pour encadrer une intégrale, cherchons déjà à encadrer l’intégrande. 

Pour   0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

  0 ≤ 1 − 𝑥 ≤ 1 par décroissance de la fonction 𝑥 → 1 − 𝑥 

  0 ≤ 1 ≤ 𝑒1−𝑥 ≤ 𝑒 par croissance de la fonction 𝑒𝑥𝑝 

  0 ≤ 𝑥𝑛𝑒1−𝑥 ≤ 𝑥𝑛𝑒 car 𝑥𝑛 ≥ 0 pour 𝑥 ≥ 0 

Les bornes étant rangées dans l’ordre croissant, l’intégration conserve l’ordre et on obtient : 

  0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ ∫ 𝑥𝑛𝑒𝑑𝑥
1

0
= 𝑒 ∫ 𝑥𝑛𝑑𝑥

1

0
= 𝑒 [

𝑥𝑛+1

𝑛+1
]
0

1

=
𝑒

𝑛+1
 

 

2b. La suite (𝑢𝑛)𝑛 est-elle convergente ? Le théorème des gendarmes appliqué au 2a assure que la suite (𝑢𝑛) converge vers 0. 

 

3a. Montrer que pour tout entier 𝑛 ≥ 1 on a 𝑢𝑛 = 𝑛𝑢𝑛−1 − 1. 
Méthode : Pour établir une relation de récurrence sur une suite d’intégrales, on peut utiliser une IPP. 

 

𝑢𝑛 = ∫ 𝑥𝑛𝑒1−𝑥𝑑𝑥
1

0
. Effectuons uns IPP : 

Posons {
𝑢 = 𝑥𝑛

𝑣′ = 𝑒1−𝑥
 alors {𝑢′ = 𝑛𝑥

𝑛−1

𝑣 = −𝑒1−𝑥
 : les fonctions 𝑢 et 𝑣 sont 𝐶1([0; 1]) donc d’après la formule d’intégration par parties,  

𝑢𝑛 = −[𝑥
𝑛𝑒1−𝑥]0

1 + 𝑛∫ 𝑥𝑛−1𝑒1−𝑥𝑑𝑥
1

0⏟          
𝑢𝑛−1

= −1 + 𝑛𝑢𝑛−1 

 

3b. Ecrire une fonction Scilab d’en-tête 𝑧 = 𝑢(𝑛) qui à un entier 𝑛 associe la valeur de 𝑢𝑛. 

function 𝑧 = 𝑢(𝑛) 
 𝑧 = %𝑒 − 1 // le nombre e est une constante  

 𝑓𝑜𝑟 𝑘 = 1: 𝑛 

  𝑧 = 𝑘 ∗ 𝑧 − 1 

𝑒𝑛𝑑  

endfunction 
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3c. A l’aide du (3a), déduire que pour tout entier 𝑛 ≥ 0 on a 𝑢𝑛 = 𝑛! (𝑒 − ∑
1

𝑘!

𝑛
𝑘=0 )  .  

Soit 𝑃(𝑛) la proposition « 𝑢𝑛 = 𝑛! (𝑒 − ∑
1

𝑘!

𝑛
𝑘=0 ) » pour 𝑛 ≥ 0 : 

• 𝑢0 = 𝑒 − 1 et 0! (𝑒 − ∑
1

𝑘!

0
𝑘=0 ) = 𝑒 − 1 donc 𝑃(0) est vraie 

• Supposons que pour un rang 𝑛 ≥ 0 on ait 𝑢𝑛 = 𝑛! (𝑒 − ∑
1

𝑘!

𝑛
𝑘=0 ). 

D’après le 3a on a  

𝑢𝑛+1 = (𝑛 + 1)𝑢𝑛 − 1 

= (𝑛 + 1) × 𝑛! (𝑒 −∑
1

𝑘!

𝑛

𝑘=0

) − 1    𝑝𝑎𝑟 𝐻. 𝑅. 

= (𝑛 + 1)! (𝑒 −∑
1

𝑘!

𝑛

𝑘=0

) − 1 

= (𝑛 + 1)! (𝑒 −∑
1

𝑘!

𝑛+1

𝑘=0

+
1

(𝑛 + 1)!
) − 1 

= (𝑛 + 1)! (𝑒 −∑
1

𝑘!

𝑛+1

𝑘=0

) +
(𝑛 + 1)!

(𝑛 + 1)!
− 1 = (𝑛 + 1)! (𝑒 −∑

1

𝑘!

𝑛+1

𝑘=0

) 

Ainsi 𝑃(𝑛 + 1) est vraie. 

 

3d. Montrer alors que lim
𝑛→+∞

∑
1

𝑘!

𝑛
𝑘=0 = 𝑒. 

• D’après Q2b, 𝑢𝑛 → 0 et d’après la question précédente 
𝑢𝑛

𝑛!
= 𝑒 − ∑

1

𝑘!

𝑛
𝑘=0  

• Ainsi 
𝑢𝑛

𝑛!
→ 0 par quotient et par conséquent 𝑒 − ∑

1

𝑘!

𝑛
𝑘=0 → 0. 

Ainsi lim
𝑛→+∞

∑
1

𝑘!

𝑛
𝑘=0 = 𝑒 . 

 

4. Soit 𝑎 un nombre réel et (𝑣𝑛)𝑛≥0 la suite définie par {
𝑣0 = 𝑎

∀𝑛 ≥ 1,   𝑣𝑛 = 𝑛𝑣𝑛−1 − 1
 . 

4a. Montrer que pour tout 𝑛 ≥ 1, 𝑣𝑛 = 𝑛! (𝑎 − ∑
1

𝑘!

𝑛
𝑘=1 ) . 

Seule l’initialisation de la récurrence du 3c change (l’hérédité est la même).  

Or :  

• 𝑣1 = 1𝑎 − 1 = 𝑎 − 1 

• 1! (𝑎 − ∑
1

𝑘!

1
𝑘=1 ) = 𝑎 − 1 

 

4b. En déduire que la suite (𝑣𝑛) converge si et seulement si 𝑎 = 𝑢0. 

Procédons par double implication. 

⇒ si (𝑣𝑛) converge alors par quotient, 
𝑣𝑛

𝑛!
→ 0. 

Par conséquent, 𝑎 − ∑
1

𝑘!

𝑛
𝑘=1 → 0 et donc lim

𝑛→+∞
∑

1

𝑘!

𝑛
𝑘=1 = 𝑎. 

Ajoutons 1 dans chaque membre, il vient lim
𝑛→+∞

∑
1

𝑘!

𝑛
𝑘=0 = 𝑎 + 1 

Par unicité de la limite, d’après le 3d, on a 𝑎 + 1 = 𝑒 et donc 𝑎 = 𝑒 − 1 = 𝑢0. 
 

 ⇐ Supposons que 𝑎 = 𝑢0 . Dans ce cas, 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 (même condition initiale et même relation de récurrence). 

 Et donc (𝑣𝑛) converge, comme (𝑢𝑛), d’après le 2b. 

 

5a. Montrer à l’aide du 3a que pour tout entier naturel 𝑢𝑛 =
1

𝑛+1
+

1

(𝑛+1)(𝑛+2)
+

𝑢𝑛+2

(𝑛+1)(𝑛+2)
 . 

D’après le 3a, on a 𝑢𝑛 = −1 + 𝑛𝑢𝑛−1  et pour 𝑛 ↔ 𝑛 + 2, 

𝑢𝑛+2 = −1 + (𝑛 + 2)𝑢𝑛+1 

⇔ 𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛+2 + 1

𝑛 + 2
 

     et pour 𝑛 ↔ 𝑛 + 1, 

𝑢𝑛+1 = −1 + (𝑛 + 1)𝑢𝑛 

⇔ 𝑢𝑛 =
𝑢𝑛+1 + 1

𝑛 + 1
 

Ainsi, cette dernière égalité donne, 

𝑢𝑛 =
𝑢𝑛+1 + 1

𝑛 + 1
=

𝑢𝑛+2 + 1
𝑛 + 2

+ 1

𝑛 + 1
=

1

𝑛 + 1
+

𝑢𝑛+2 + 1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
=

1

𝑛 + 1
+

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
+

𝑢𝑛+2
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
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5b. En déduire que 𝑢𝑛 −
1

𝑛
= 𝑜(

1

𝑛2
) lorsque 𝑛 → +∞. Montrons que lim

𝑛→+∞

𝑢𝑛−
1

𝑛
1

𝑛2

= 0. D’après le 5a, 

𝑢𝑛 −
1

𝑛
=

−1

𝑛(𝑛 + 1)
+

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
+

𝑢𝑛+2
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

 

Et donc  

𝑢𝑛 −
1
𝑛

1
𝑛2

= 𝑛2 (𝑢𝑛 −
1

𝑛
) =

−𝑛2

𝑛(𝑛 + 1)
+

𝑛2

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
+

𝑛2

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
𝑢𝑛+2 

Mais lim
𝑛→+∞

𝑛2

(𝑛+1)(𝑛+2)
= 1, lim

𝑛→+∞

−𝑛2

𝑛(𝑛+1)
= −1 et lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛+2 = 0 donc on obtient bien lim

𝑛→+∞

𝑢𝑛−
1

𝑛
1

𝑛2

= 0. 

 

CORRIGE EXERCICE 02 

 

Soit 𝐹 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3  |   {
𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 0
𝑥 − 𝑦 = 0

     } ,  𝐺 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3  |  𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 0}  et 𝐻 = 𝑣𝑒𝑐𝑡((1,1,2)). 

 

1. Prouver que 𝐹 et 𝐺 sont des espaces vectoriels et en déterminer une base. 

• On a {
𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 0
𝑥 − 𝑦 = 0

 ⇔ {
𝑧 = −𝑦
𝑥 = 𝑦  : ainsi, 𝑢 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐹 ⇔ 𝑢 = (𝑦, 𝑦, −𝑦) ⇔ 𝑢 = 𝑦(1,1, −1). 

Ainsi, 𝐹 = 𝑣𝑒𝑐𝑡((1,1,−1)) est un espace vectoriel sur ℝ de base (1,1,−1). 

• De même, 𝐺 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3  |  𝑧 = 𝑥 + 𝑦} = {(𝑥, 𝑦, 𝑥 + 𝑦) ∈ ℝ3  |  (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2} = {𝑥(1,0,1) +

𝑦(0,1,1) ∈ ℝ3  |  (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2}. 
Ainsi 𝐺 = 𝑣𝑒𝑐𝑡((1,0,1); (0,1,1)). Ces deux vecteurs générateurs n’étant pas colinéaires, ils forment une 

base de 𝐺. 
 
2a. Déterminer une base de l’espace vectoriel 𝐺 ∩ 𝐻. On remarque que 𝐻 ⊆ 𝐺 (puisque le vecteur générateur de 

𝐻 vérifie les deux équations caractéristiques de 𝐺). 

Ainsi 𝐺 ∩ 𝐻 = 𝐻 et une base de 𝐺 ∩ 𝐻 est deonc celle de 𝐻 : (1,1,2) 

 

2b. Déterminer une base de l’espace vectoriel 𝐺 + 𝐻. D’après le 2a, 𝐺 + 𝐻 = 𝐺. 

En effet, la méthode de concaténation des bases fournit une famille génératrice de 𝐺 +𝐻. Comme le vecteur 

générateur de 𝐻 est dans 𝐺, il est combinaison linéaire des deux vecteurs générateurs de 𝐺 et on obtient : 

𝐺 + 𝐻 = 𝑣𝑒𝑐𝑡 ((1,0,1); (0,1,1)⏟          
𝐺

; (1,1,2)⏟    
𝐻

) = 𝑣𝑒𝑐𝑡((1,0,1); (0,1,1)) = 𝐺  

 

2c. Les espaces 𝐺 et 𝐻 sont-ils supplémentaires dans ℝ3 ? Non, leur somme n’est pas directe d’après le 2a. 

 
3. Prouver que 𝐹 et 𝐺 sont supplémentaires dans ℝ3. 

• D’après Q1, dim(𝐹) + dim(𝐺) = 3 = dim(ℝ3) 

• Soit 𝑢 ∈ 𝐹 ∩ 𝐺 : alors 𝑢 ∈ 𝐹 donc il existe un réel 𝑘 tel que 𝑢 = (𝑘, 𝑘, −𝑘). Et comme 𝑢 ∈ 𝐺, on en déduit 
que 𝑘 + 𝑘 − (−𝑘) = 0 (cf équation cartésienne) et donc 𝑘 = 0 : ainsi 𝑢 = (0,0,−0) = 0. 
La somme est directe. 

Remarque : la méthode par concaténation des bases était tout aussi efficace. 
 

4a. Justifier que tout vecteur 𝑢 ∈ ℝ3 se décompose de manière unique sous la forme 𝑢 = 𝑢1 + 𝑢2 avec 𝑢1 ∈ 𝐹 et 
𝑢2 ∈ 𝐺. D’après Q2, 𝐹⨁𝐺 = ℝ3 

• Ainsi, 𝐹 + 𝐺 = ℝ3 donc pour tout 𝑢 ∈ ℝ3, il existe (𝑢1, 𝑢2) ∈ 𝐹 × 𝐺 tel que 𝑢 = 𝑢1 + 𝑢2. 

• La somme est directe donc cette décomposition est unique. 
 
La question 4a est en fait une des caractéristiques de la notion de supplémentaire. 
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4b. Soit 𝑢 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3.  
Par un raisonnement d’analyse-synthèse, déterminer les coordonnées des vecteurs 𝑢1 et 𝑢2 de la décomposition 
du 4a, en fonction des coordonnées du vecteur 𝑢. 
Analyse : Soit 𝑢 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3. On suppose qu’il existe (𝑢1, 𝑢2) ∈ 𝐹 × 𝐺 tel que 𝑢 = 𝑢1 + 𝑢2. 

• 𝑢1 ∈ 𝐹 donc il existe un réel 𝑘 tel que 𝑢1 = (𝑘, 𝑘, −𝑘) 

• On a alors 𝑢2 = 𝑢 − 𝑢1 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) − (𝑘, 𝑘, −𝑘) = (𝑎 − 𝑘, 𝑏 − 𝑘, 𝑐 + 𝑘). 
Comme 𝑢2 = (𝑎 − 𝑘, 𝑏 − 𝑘, 𝑐 + 𝑘) ∈ 𝐺, ses coordonnées vérifient l’équation cartésienne et donc  

𝑎 − 𝑘 + (𝑏 − 𝑘) − (𝑐 + 𝑘) = 0 ⇔ 𝑘 =
1

3
(𝑎 + 𝑏 − 𝑐) 

• Ainsi, si cette décomposition existe alors {
𝑢1 = (𝑘, 𝑘, −𝑘)

𝑢2 = (𝑎 − 𝑘, 𝑏 − 𝑘, 𝑐 + 𝑘)
   où  𝑘 =

1

3
(𝑎 + 𝑏 − 𝑐). 

 

Synthèse : Soit 𝑢 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3. Posons  {
𝑢1 = (𝑘, 𝑘, −𝑘)

𝑢2 = (𝑎 − 𝑘, 𝑏 − 𝑘, 𝑐 + 𝑘)
   où  𝑘 =

1

3
(𝑎 + 𝑏 − 𝑐). 

• 𝑢1 + 𝑢2 = ⋯ = (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑢 
• 𝑢1 = 𝑘(1,1,−1) ∈ 𝑣𝑒𝑐𝑡((1,1, −1)) = 𝐹 

• 𝑎 − 𝑘 + (𝑏 − 𝑘) − (𝑐 + 𝑘) = −3𝑘 + 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 = 0 donc 𝑢2 ∈ 𝐺 
 

 

CORRIGE EXERCICE 03 

 
Pour tout couple de réels (𝑥, 𝑦), on définit la matrice 𝑀(𝑥, 𝑦) par :  

𝑀(𝑥, 𝑦) = (

3𝑥 −2𝑥 + 2𝑦 2𝑥 − 𝑦
−𝑥 − 𝑦 4𝑥 − 3𝑦 −2𝑥 + 𝑦
−2𝑦 4𝑥 − 4𝑦 −𝑥 + 𝑦

) 

On appelle 𝐸 l’ensemble des matrices 𝑀(𝑥, 𝑦) où 𝑥 et 𝑦 décrivent ℝ : 𝐸 = {𝑀(𝑥, 𝑦),    (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2}. 
On note 𝐴 = 𝑀(1,0) et 𝐵 = 𝑀(0,1).  
 

On remarque que 𝐴 = (
3 −2 2
−1 4 −2
0 4 −1

) et 𝐵 = (
0 2 −1
−1 −3 1
−2 −4 1

). 

 
1. Montrer que 𝐸 est un ℝ - espace vectoriel. En déterminer une base.  

𝑀(𝑥, 𝑦) ∈ E ⇔ 𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑥 (
3 −2 2
−1 4 −2
0 4 −1

) + 𝑦 (
0 2 −1
−1 −3 1
−2 −4 1

) = 𝑥𝐴 + 𝑦𝐵 

• Ainsi 𝐸 est l’ensemble des combinaisons linéaires des matrices 𝐴 et 𝐵 donc 𝐸 = 𝑣𝑒𝑐𝑡 (𝐴, 𝐵). 

• Par ailleurs, la famille (𝐴, 𝐵) est libre car elle est composée de deux vecteurs non colinéaires. 
(𝐴, 𝐵) est donc une base de 𝐸. 
 
2. Déterminer les réels 𝜆 tels que la matrice 𝐴 − 𝜆𝐼 ne soit pas inversible. 

𝐴 − 𝜆𝐼 = (
3 − 𝜆 −2 2
−1 4 − 𝜆 −2
0 4 −1 − 𝜆

)~   ( 
−1 4 − 𝜆 −2
3 − 𝜆 −2 2
0 4 −1 − 𝜆

   
⋮
⋮
⋮
  
𝐿1 ↔ 𝐿2

)   

~   ( 
−1 4 − 𝜆 −2
0 𝜆2 − 7𝜆 + 10 2(λ − 2)
0 4 −1 − 𝜆

   
⋮
⋮
⋮
  (3 − 𝜆)𝐿1 + 𝐿2) 

~   ( 
−1 4 − 𝜆 −2
0 4 −1 − 𝜆
0 𝜆2 − 7𝜆 + 10 2(λ − 2)

   
⋮
⋮
⋮
  𝐿3 ↔ 𝐿3) 

~   ( 
−1 4 − 𝜆 −2
0 4 −1 − 𝜆
0 0 P(λ)

   
⋮
⋮
⋮
  
(𝜆2 − 7𝜆 + 10)𝐿2 − 4𝐿3

) 

 

avec 𝑃(𝜆) = (𝜆2 − 7𝜆 + 10)(−1 − 𝜆) − 4(2(λ − 2)) = −𝜆3 + 6𝜆2 − 11𝜆 + 6. 

 
Ce polynôme admet 1 pour racine évidente, on en déduit ses deux autres racines : 2 et 3. 
 
Ainsi, 𝐴 − 𝜆𝐼 non inversible si et seulement si 𝜆 ∈ {1; 2; 3}. 
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3. Soit 𝑃 la matrice 𝑃 = (
1 2 1
−1 −3 −1
−2 −4 −1

) et 𝐷𝐴 = (
1 0 0
0 2 0
0 0 3

). 

 
3a. Vérifier que 𝑃 est inversible et déterminer 𝑃−1. La méthode de la réduite de Gauss-Jordan donne  

𝑃−1 = (
1 2 −1
−1 −1 0
2 0 1

) 

3b. Vérifier que 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷𝐴 

• 𝑃−1𝐴 = (
1 2 −1
−2 −2 0
6 0 3

) 

• 𝐴𝑃 = (
1 4 3
−1 −6 −3
−2 −8 −3

) 

• 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷𝐴 = (
1 0 0
0 2 0
0 0 3

) 

 
4.  Vérifier que 𝑃−1𝐵𝑃 est une matrice diagonale, et identifier là. Le calcul donne 

• 𝑃−1𝐵 = (
0 0 0
1 1 0
−2 0 −1

) 

• 𝐵𝑃 = (
0 −2 −1
0 3 1
0 4 1

) 

• 𝑃−1𝐵𝑃 = 𝐷𝐵 = (
0 0 0
0 −1 0
0 0 −1

) 

 
5.  En déduire que pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, il existe une matrice diagonale 𝐷(𝑥, 𝑦) de ℳ3(ℝ) telle que : 𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑃𝐷(𝑥, 𝑦)𝑃−1. 
On a d’après Q1 : 

𝑃−1𝑀(𝑥, 𝑦)𝑃 = 𝑃−1(𝑥𝐴 + 𝑦𝐵)𝑃 = 𝑥𝑃−1𝐴𝑃 + 𝑦𝑃−1𝐵𝑃 

= 𝑥𝐷𝐴 + 𝑦𝐷𝐵 = (

𝑥 0 0
0 2𝑥 − 𝑦 0
0 0 3𝑥 − 𝑦

) = 𝐷(𝑥, 𝑦) 

On obtient alors facilement le résultat voulu. 
 
6.  En déduire une condition nécessaire et suffisante sur (𝑥, 𝑦) pour que 𝑀(𝑥, 𝑦) soit inversible.  

𝑀(𝑥, 𝑦) inversible ssi 𝑃−1𝑀(𝑥, 𝑦)𝑃 inversible ssi 𝐷(𝑥, 𝑦) inversible ssi 𝑥 ≠ 0 et 𝑦 ≠ 2𝑥 et 𝑦 ≠ 3𝑥. 
 

7.  Montrer que 𝐵2 est un élément de 𝐸. La matrice 𝐴2 est-elle aussi un élément de 𝐸 ?  
Rappel : par définition, une matrice 𝑀 est dans 𝐸 si et seulement si il existe deux réels 𝑥 et 𝑦 tels que 𝑀 = 𝑥𝐴 + 𝑦𝐵 

• 𝐵2 = (
0 −2 1
1 3 −1
2 4 −1

) = −𝐵 ∈ 𝐸 car par exemple, −𝐵 = 0𝐴 + (−1)𝐵 = 𝑀(0,−1) avec les notations de l’énoncé. 

 

• 𝐴2 = (
11 −6 8
−7 10 8
−4 12 −7

) ∈ 𝐸 ⇔ (
11 −6 8
−7 10 8
−4 12 −7

) = (

3𝑥 −2𝑥 + 2𝑦 2𝑥 − 𝑦
−𝑥 − 𝑦 4𝑥 − 3𝑦 −2𝑥 + 𝑦
−2𝑦 4𝑥 − 4𝑦 −𝑥 + 𝑦

) 

⇒ {
𝑥 =

11

3
𝑦 = 2

−𝑥 − 𝑦 = −7

 ∶ 𝑎𝑏𝑠𝑢𝑟𝑑𝑒 .     Donc A2 ∉ 𝐸. 
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CORRIGE EXERCICE 04 

 

Pour tout entier 𝑛 supérieur ou égal à 2, on considère une urne contenant 𝑛 boules numérotées de 1 à 𝑛, dans laquelle on effectue 

une succession de (𝑛 + 1) tirages d’une boule avec remise et l’on note 𝑋𝑛 la variable aléatoire égale au numéro du tirage où, 

pour la première fois, on a obtenu un numéro supérieur ou égal au numéro précédent. 

Par exemple, si 𝑛 = 5 et si les tirages amènent successivement les numéros 5,3,2,2,5,3, alors 𝑋5 = 4.  

Pour tout 𝑘 de ⟦1 ; 𝑛 + 1⟧, on note 𝑁𝑘 la variable aléatoire égale au numéro obtenu au 𝑘-ième tirage.  
 

0. Déterminer, pour tout entier 𝑛 supérieur ou égal à 2, le support de la variable aléatoire 𝑋𝑛. 

• Notons qu’au minimum, 𝑋𝑛 = 2 puisqu’il faut 2 tirages minimum pour comparer un tirage et son précédent. 

• Par ailleurs, au maximum 𝑋𝑛 = 𝑛 + 1 puisqu’on effectue n+1 tirages et cet évènement peut se réaliser si on pioche au 

1er tirage la boule n° 𝑛, puis la 𝑛 − 1, …, puis la 1 : il reste alors un dernier tirage à faire, et le numéro obtenu sera 

inévitablement supérieur ou égal à 1. 

• Tous les cas intermédiaires pouvant être réalisés,  

𝑋𝑛(Ω) = ⟦2; 𝑛 + 1⟧  . 
 

Notons que les tirages des boules étant avec remise, les tirages sont indépendants. 

 

Partie I : Etude du cas 𝒏 = 𝟑 

 

On suppose dans cette partie uniquement que 𝑛 = 3. L’urne contient donc les boules numérotées 1, 2, 3.  

 

1a. Exprimer l’évenement (𝑋3 = 4) à l’aide d’événements faisant intervenir les variables 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3. En déduire P(𝑋3 = 4). 
Nécessairement, 

(𝑋3 = 4) = (𝑁1 = 3) ∩ (𝑁2 = 2) ∩ (𝑁3 = 1). 
Par indépendance des tirages, on obtient alors 

P(𝑋3 = 4) = (
1

3
)
3

=
1

27
 

1b. Montrer que P(𝑋3 = 2) =
2

3
, et en déduire P(𝑋3 = 3). De même, 

(𝑋3 = 2) = (𝑁1 = 1) ∪ ((𝑁1 = 2) ∩ (𝑁2 ≥ 2)) ∪ ((𝑁1 = 3) ∩ (𝑁2 = 3)) 

Par incompatibilité, puis indépendance, on obtient : 

P(𝑋3 = 2) =
1

3
+
1

3
×
2

3
+
1

3
×
1

3
=
1

3
× (1 +

1

3
+
2

3
) =

2

3
 

Comme 𝑋3(Ω) = {2 ; 3 ; 4}, on en déduit que   

P(𝑋3 = 3) = 1 − P(𝑋3 = 4) − P(𝑋3 = 2) = 1 −
2

3
−
1

27
=
27 − 18 − 1

27
=
8

27
 

 

2.  Calculer l’espérance de 𝑋3. La v.a 𝑋3 est finie, elle admet donc pour espérance : 

E(𝑋3) = 4 ×
1

27
+ 2 ×

2

3
+ 3 ×

8

27
=
4 + 36 + 24

27
=
64

27
 

 

Partie II : Cas général 

 

Dans toute cette partie, 𝑛 est un entier fixé supérieur ou égal à 2.  

 

3. Pour tout 𝑘 de ⟦1; 𝑛 + 1⟧, reconnaître la loi de 𝑁𝑘 et rappeler son espérance et sa variance.  

Pour tout 𝑘 ∈ ⟦2 ; 𝑛 + 1⟧, par équiprobalité, la v.a 𝑁𝑘 sui la loi uniforme sur ⟦1 ; 𝑛⟧, et donc 

E(𝑁𝑘) =
𝑛 + 1

2
   ;    V(𝑁𝑘) =

𝑛2 − 1

12
 

4. Calculer P(𝑋𝑛 = 𝑛 + 1). C’est le cas facile ! 

(𝑋𝑛 = 𝑛 + 1) = (𝑁1 = 𝑛) ∩ (𝑁2 = 𝑛 − 1) ∩ …∩ (𝑁𝑛 = 1) 
donc par indépendance : 

P(𝑋𝑛 = 𝑛 + 1) = (
1

𝑛
)
𝑛

 

5a. Montrer, pour tout 𝑖 de ⟦1; 𝑛⟧ : P(𝑁1=𝑖)(𝑋𝑛 = 2) =
𝑛−𝑖+1

𝑛
. Sachant (𝑁1 = 𝑖), l’événement (𝑋𝑛 = 2) est réalisé si et seulement 

si on obtient au deuxième tirage un numéro supérieur ou égal à 𝑖.  
Il y a 𝑛 numéros en tout, 𝑖 − 1 sont inférieurs à 𝑖, donc 𝑛 − (𝑖 − 1) = 𝑛 − 𝑖 + 1 sont supérieurs ou égaux à 𝑖, il y a donc 𝑛 − 𝑖 +
1 cas favorables et 𝑛 possibles, donc 

P(𝑁1=𝑖)(𝑋𝑛 = 2) =
𝑛 − 𝑖 + 1

𝑛
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5b.  A l’aide d’un système complet d’évènements bien choisi, en déduire une expression simple de P(𝑋𝑛 = 2). D’après la 

formule des probabilités totales avec le système complet d’événements (𝑁1 = 𝑖)1≤𝑖≤𝑛 : 

P(𝑋𝑛 = 2) =∑P(𝑁1 = 𝑖)P(𝑁1=𝑖)(𝑋𝑛 = 2)

𝑛

𝑖=1

=∑
1

𝑛

𝑛 − 𝑖 + 1

𝑛

𝑛

𝑖=1

 

                     =
1

𝑛2
∑(𝑛 − 𝑖 + 1)

𝑛

𝑖=1

  =
𝑘=𝑛−𝑖+1

    
1

𝑛2
  ∑𝑘

𝑛

𝑘=1

=
1

𝑛2
 
𝑛(𝑛 + 1)

2
=
𝑛 + 1

2𝑛
 

 

6.  Soit 𝑘 ∈ ⟦2; 𝑛⟧. Justifier l’égalité d’événements suivante : (𝑋𝑛 > 𝑘) = (𝑁1 > 𝑁2 > ⋯ > 𝑁𝑘). 

En déduire que P(𝑋𝑛 > 𝑘) =
1

𝑛𝑘
(
𝑛
𝑘
). 

(𝑋𝑛 > 𝑘) est réalisé si et seulement si au cours des 𝑘 premiers tirages (plus exactement, au cours des tirages n°2, …, 𝑘)  on n’a 

jamais obtenu un numéro supérieur ou égal au numéro précédent càd  ssi on a obtenu au cours des 𝑘 premiers tirages un numéro 

inférieur au précédent, donc 
(𝑋𝑛 > 𝑘) = (𝑁1 > 𝑁2 > ⋯ > 𝑁𝑘) 

 

• Un résultat de cette expérience est une suite (𝑛1, 𝑛2, …  , 𝑛𝑘) à 𝑘 éléments d’un ensemble à 𝑛 éléments (l’ensemble 

{1; 2; … ; 𝑛}). Il y a 𝑛𝑘 telles suites. 

• Parmi ces suites, combien y a-t-il de suites strictement décroissantes, qui réalisent l’événement (𝑁1 > 𝑁2 > ⋯ > 𝑁𝑘) ?  

Il y en a (𝑛
𝑘
). En effet, il y a autant de suites strictement décroissantes à 𝑘 éléments d’un ensemble à 𝑛 éléments que de 

parties à 𝑘 à éléments d’un ensemble à 𝑛 éléments. Explication : étant donnée une partie à 𝑘 éléments d’u n ensemble à 

𝑛 éléments, il y a une et une seule manière d’écrire ses éléments en ordre (strictement) décroissant… 

 

On obtient donc, en divisant le nombre de cas favorables par le nombre de cas possibles : 

P(𝑋𝑛 > 𝑘) = P(𝑁1 > 𝑁2 > ⋯ > 𝑁𝑘) =
(𝑛
𝑘
)

𝑛𝑘
 

Vérifier que cette dernière égalité reste valable pour 𝑘 = 0 et pour 𝑘 = 1.  

Pour 𝑘 = 0, P(𝑋𝑛 > 0) = 1, et 
1

𝑛0
(𝑛
0
) = 1.  

Pour 𝑘 = 1, P(𝑋𝑛 > 1) = 1 et 
1

𝑛1
(𝑛
1
) =

1

𝑛
𝑛 = 1. L’égalité reste valable pour 𝑘 = 0 et pour 𝑘 = 1. 

 

7.  Exprimer, pour tout 𝑘 ∈ ⟦2; 𝑛 + 1⟧, P(𝑋𝑛 = 𝑘) à l’aide de P(𝑋𝑛 > 𝑘 − 1) et de P(𝑋𝑛 > 𝑘).  
𝑋𝑛 étant à valrus entières, on a (𝑋𝑛 > 𝑘) ∪ (𝑋𝑛 = 𝑘) = (𝑋𝑛 > 𝑘 − 1),  
donc par incompatibilité on obtient : 

P(𝑋𝑛 > 𝑘) + P(𝑋𝑛 = 𝑘) = P(𝑋𝑛 > 𝑘 − 1) 
   P(𝑋𝑛 = 𝑘) = P(𝑋𝑛 > 𝑘 − 1) − P(𝑋𝑛 > 𝑘)    

 

8. Montrer : ∀𝑘 ∈ ⟦2; 𝑛 + 1⟧, P(𝑋𝑛 = 𝑘) =
𝑘−1

𝑛𝑘
(
𝑛 + 1
𝑘

).  

P(𝑋𝑛 = 𝑘) = P(𝑋𝑛 > 𝑘 − 1) − P(𝑋𝑛 > 𝑘) =
1

𝑛𝑘−1
(
𝑛

𝑘 − 1
) −

1

𝑛𝑘
(
𝑛

𝑘
) =

1

𝑛𝑘
[𝑛 (

𝑛

𝑘 − 1
) − (

𝑛

𝑘
)] 

                     =
1

𝑛𝑘
[

𝑛 𝑛!

(𝑘 − 1)! (𝑛 − 𝑘 + 1)!
−

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
] =

1

𝑛𝑘
 
𝑛 𝑛! 𝑘 − 𝑛! (𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑘! (𝑛 − 𝑘 + 1)!
 

                     =  
1

𝑛𝑘
 
 𝑛! (𝑛𝑘 − 𝑛 + 𝑘 − 1)

𝑘! (𝑛 − 𝑘 + 1)!
=
1

𝑛𝑘
 
 𝑛! (𝑛(𝑘 − 1) + 𝑘 − 1)

𝑘! (𝑛 − 𝑘 + 1)!
=
1

𝑛𝑘
 
 𝑛! (𝑛 + 1)(𝑘 − 1)

𝑘! (𝑛 − 𝑘 + 1)!
 

                     =
1

𝑛𝑘
 
 (𝑛 + 1)! (𝑘 − 1)

𝑘! (𝑛 − 𝑘 + 1)!
=
𝑘 − 1

𝑛𝑘
 

 (𝑛 + 1)!

𝑘! (𝑛 − 𝑘 + 1)!
=
𝑘 − 1

𝑛𝑘
(
𝑛 + 1

𝑘
) 
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