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Samedi 06 Mars 2021 D S 0 6 - E C S 1

Durée : 4h Calculatrice interdite.

La présentation, la lisibilité, ['orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour
une part importante dans I’appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.
1ls ne doivent faire 'usage d’aucun document : seule ['utilisation d 'une régle graduée est autorisée.

EXERCICE 01

Pour tout entier naturel n on pose
1
Uy, =j x"el™*dx .
0
1. Calculer ugy et uy.
e

2a. Montrer que pour tout entier naturelnona 0 < u, < 3
2b. La suite (uy,),, est-elle convergente ?

3a. Montrer que pour tout entiern > 1onau, = nu,_; —1 .
3b. Ecrire une fonction Scilab d’en-téte z = u(n) qui a un entier n associe la valeur de u,,.
, . . . 1
3c. A I’aide du (3a), déduire que pour tout entier n > 0 on a u,, = n! (e — Y=o F) .
. 1

3d. Montrer alors que nl—l>r-|1:loo Z?:og =e.
4. Soi bre réel la suite défini Yo~ 4

. Soit a un nombre réel et (v,,),,50 12 suite définie par {Vn >1, v, =nv, ,—1°
4a. Montrer que pour toutn > 1, v,, = n! (a — Q=1%) .

4b. En déduire que la suite (v,,) converge si et seulement si a = u,.

5a. Montrer a I’aide du 3a que pour tout entier naturel u,, = ﬁ + (n+1)1 ) (n:i’)lx“)

5b. En déduire que u, —% = 0(%) lorsque n — +oo.

EXERCICE 2

x+y+2z=0

SOitF={(X,}’;Z)ER3 | { x-y:O

}, G={(xy2) €R® | x+y—z=0} etH =vect((1,1,2)).

1. Prouver que F et G sont des espaces vectoriels sur R et en déterminer une base.

2a. Déterminer une base de 1’espace vectoriel G N H.
2b. Déterminer une base de I’espace vectoriel G + H.
2c. Les espaces G et H sont-ils supplémentaires dans R3 ?

3. Prouver que F et G sont supplémentaires dans R3.

4a. Justifier que tout vecteur u € R3 se décompose de maniére unique sous la forme u = u; + u, avec u, € F et
u, €G.

4b. Soitu = (a,b,c) € R3.

Par un raisonnement d’analyse-synthése, déterminer les coordonnées des vecteurs u; et u, de la décomposition du
43, en fonction des coordonnées du vecteur u.
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EXERCICE 3

Pour tout couple de réels (x, y), on définit la matrice M (x, y) par :
3x —2x+2y 2x-—y
M(x,y) = (—x—y 4x — 3y —2x+y)
-2y 4x — 4y -x+y

On appelle E I’ensemble des matrices M (x,y) ol x et y décrivent R: E = {M(x,y), (x,y) € R?}.
Onnote A =M(1,0) et B = M(0,1).

1. Montrer que E est un R - espace vectoriel. En déterminer une base.

2. Déterminer les réels A tels que la matrice A — Al ne soit pas inversible.

1 2 1 1 0 0
3.SoitPIamatriceP=<—1 -3 —1>etDA=<0 2 0).

-2 -4 -1 0 0 3
3a. Vérifier que P est inversible et déterminer P2,
3b. Vérifier que P~1AP = D,

4. Vérifier que P~1BP est une matrice diagonale, et identifier la.

5. En déduire que pour tout (x,y) € R?, il existe une matrice diagonale D (x, y) de M5(R) telle que :
M(x,y) = PD(x,y)P™L.

6. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur (x,y) pour que M (x, y) soit inversible.

7. Montrer que B2 est un élément de E. La matrice A2 est-elle aussi un élément de E ?

EXERCICE 4

Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on considéere une urne contenant n boules numérotées de 1 a n, dans laquelle on effectue
une succession de (n + 1) tirages d’une boule avec remise et 1’on note X, la variable aléatoire égale au numéro du tirage ou,
pour la premiére fois, on a obtenu un numéro supérieur ou égal au numéro précédent.

Par exemple, sin = 5 et si les tirages aménent successivement les numéros 5,3,2,2,5,3, alors X = 4. Pour tout k de [1;n + 1],

on note N, la variable aléatoire égale au numéro obtenu au k-ieme tirage.

0. Déterminer, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, le support de la variable aléatoire X,,.

Partie | : Etude ducasn = 3
On suppose dans cette partie uniquement que n = 3. L urne contient donc les boules numérotées 1, 2, 3.

la. Exprimer I’évenement (X5 = 4) a I’aide d’événements faisant intervenir les variables Ny, N, N5. En déduire P(X; = 4).
1b. Montrer que P(X; = 2) = § et en déduire P(X; = 3).
2. Calculer I’espérance de X;.

Partie Il : Cas général
Dans toute cette partie, n est un entier fixé supérieur ou égal a 2.

3. Pour tout k de [[1; n + 1], reconnaitre la loi de N, et rappeler son espérance et sa variance.
4. Calculer P(X,, =n+ 1).

5a. Montrer, pour tout i de [1;n] : Py, =j(Xn = 2) = noitt

n
5b. A I’aide d’un systéme complet d’événements bien choisi, en déduire une expression simple de P(X,, = 2).

6. Soit k € [2; n]. Justifier ’égalité d’événements suivante : (X,, > k) = (N; > N, > - > N,).

En déduire que P(X,, > k) = ﬁ (Z)

Vérifier que cette derniére égalité reste valable pour k = 0 et pour k = 1.

7. Exprimer, pour tout k € [2;n + 1], P(X,, = k) a I’aide de P(X,, > k — 1) et de P(X,, > k).
8. Montrer: Vk € [2;n+ 1],P(X,, = k) = E(;{l + 1).

nk
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ELEMENTS DE CORRECTION

. 1 _
Pour tout entier naturel n on pose u,, = fo x"el™*dx .
1. Calculer u, et u,.

o uy= folxoel"‘dx = fol el™dx = [-el™]} = —(e®—e)=e—1
o u = folxlel"‘dx. Effectuons uns IPP :
— ul —

}_x : les fonctions u et v sont C1([0; 1]) donc d’aprés la formule d’intégration par

u=x
Posons {v, — el alors { _
parties,
1
u; = —[xel ™)} +f el™dx=-1+e—1=e—2
0

o
Uo

2a. Montrer que pour tout entier naturel n ona 0 < u,, < ﬁ .

Méthode : Pour encadrer une intégrale, cherchons déja a encadrer I’intégrande.

Pour 0<x<1
0 <1 —x <1 par décroissance de la fonctionx - 1 —x
0 <1 <e'™ < e par croissance de la fonction exp
0 <xM"el™™ < x™ecarx™ > 0pourx >0
Les bornes étant rangées dans 1’ordre croissant, I’intégration conserve I’ordre et on obtient :

1 1 Pasa e
OSunSfOx"edx=ef0x"dx=e[ ] =
0

n+1 n+1

2b. La suite (u,),, est-elle convergente ? Le théoréme des gendarmes appliqué au 2a assure que la suite (u,,) converge vers 0.

3a. Montrer que pour tout entiern > 1 onau, = nu,_; — 1.
Meéthode : Pour établir une relation de récurrence sur une suite d’intégrales, on peut utiliser une IPP.

Up = fol x™el™*dx. Effectuons uns IPP :

— 4N I — n—-1 ) N e ur . .
Posons {vft: e)i‘x alors {u _ :le_x  les fonctions u et v sont C1([0; 1]) donc d’aprés la formule d’intégration par parties,
1
U, = —[x"e' 5 + Tlf x" el ¥dx = —1 + nu,_,
0
—— -
Un-1

3b. Ecrire une fonction Scilab d’en-téte z = u(n) qui & un entier n associe la valeur de u,,.
function z = u(n)
z = %e — 1 // le nombre e est une constante
fork=1:n
z=kxz—-1
end
endfunction
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3c. A I’aide du (3a), déduire que pour tout entier n > 0 on au,, = n! (e — };:0%) .
Soit P(n) la proposition « u,, = n! (e — Y=o %) »pourn=0:
e u,=e—1et0! (e - Z,LO%) = e — 1 donc P(0) est vraie
e  Supposons que pour un rang n = 0 on ait u,, = n! (e — Y=o %)
D’apres le 3aon a

Upt1 = (Tl + 1)un -1
n

:(n+1)xn!<e—Z%>—1 par H.R.

k=0

=(n+1)!<e—2%>—1

k=0
n+1

1 1
=(n+1)'<6—ZF+m>—1
k=0

n+11 0 n+11
=(n+1)!<e—zm>+%—1=(n+1)!<e—zm>
k=0

&
Il
(=}

Ainsi P(n + 1) est vraie.

: 1
3d. Montrer alors que lim Y}2_,—=e.
n—-+oo k!
\ . . o 1
e D’apres Q2b, u,, — 0 et d’apres la question précédente 1:1_,', =e— Q:OE
fnei Un : . 1
e Ainsi -t - 0 par quotient et par conséquent e — ¥¢_o - = 0.
. 1
Ainsi lim }p_,—=e
n-+oo Zk—O k!
vy =a
vnz=1, v, =nv,,—1°
1
4a. Montrer que pour toutn > 1, v, = n! (a —yr E) _

4. Soit a un nombre réel et (v,,),,»0 la suite définie par{

Seule I’initialisation de la récurrence du 3¢ change (I’hérédité est la méme).
Or:
e vy =1la-1=a-1

. 1!(a—2,1(=1%)=a—1

4b. En déduire que la suite (v,,) converge si et seulement si a = wu,.
Procédons par double implication.

= si (v,) converge alors par quotient, 1;—" - 0.

!
‘ 1 . 1
Par conséquent, a — };:1; — 0etdonc lim ZE:1; =a.
! n—-+oo !

Ajoutons 1 dans chaque membre, il vient HT ZE:O% =a+1
n—+oo !
Par unicité de la limite, d’aprés le 3d,onaa + 1 =eetdonca =e — 1 = u,.

< Supposons que a = u, . Dans ce cas, v, = u, (méme condition initiale et méme relation de récurrence).
Et donc (v,,) converge, comme (u,,), d’apreés le 2b.

5a. Montrer a I’aide du 3a que pour tout entier naturel u,, = ﬁ (n+1)1(n+2) (n:;’)l(*;z) .
D’aprés le 3a,onau, = -1+ nu,_4 etpourn & n+ 2,
Upiz = =1+ M+ 2)up4q
Upsp +1
Ut =T

etpourn & n+1,
Upp =—1+(n+ Du,

Upsp +1
Su,=——
Un n+1
Ainsi, cette derniére égalité donne,
Upsz + 1
T R 1 Upyz +1 1 N 1 N Unso
u — — — —
"on+1 n+1 n+l (m+1Dn+2) n+1 (+1Dn+2) (n+1Dn+2)
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1
5b. En deduire que u,, — % = o(%) lorsque n — +co. Montrons que lim unl L = (. D’apres le Sa,

—>+400 —
n-+ oy

1 -1 1 Unisy

Uy —— = + +
" n nn+1l) (m+DnM+2) m+D(n+2)
Et donc
1
Un =% ( 1) —n? N n? N n?
=n‘lu, ——\) = u
1 " ) nn+1) m+1D)M+2) n+1Dn+2)
n2
is i 2 li -n? li . . li un—%
Mais nlrpmm =1, Jim D —let Jim uy,, = 0 donc on obtient bien Jim nl_z =0.

CORRIGE EXERCICE 02

x+y+2z=0

SOitFZ{(X,y,Z) € R3 | { X—y=0 }, G={(y2)€eR®| x+y—2z=0} etH=vect((1,1,2)).

1. Prouver que F et G sont des espaces vectoriels et en déterminer une base.
x+y+2z=0 z=-y
. Ona{ xy—y=0 {x=y
Ainsi, F = vect((1,1,—1)) est un espace vectoriel sur R de base (1,1, —1).
e Deméme, G={(x,y,2) ER? | z=x+y}={(x,y,x+y) ER3 | (x,¥) € R?} = {x(1,0,1) +
y(0,1,1) € R® | (x,y) € R?}.
Ainsi G = vect((l,O,l); (0,1,1)). Ces deux vecteurs générateurs n’étant pas colinéaires, ils forment une
base de G.

rainsib,u=(x,y,z) EFeou=(y,y,—y) ©ou=y(1,1,-1).

2a. Déterminer une base de 'espace vectoriel G N H. On remarque que H € G (puisque le vecteur générateur de
H vérifie les deux équations caractéristiques de G).
Ainsi G N H = H et une base de G N H est deonc celle de H : (1,1,2)

2b. Déterminer une base de |'espace vectoriel G + H. D’aprésle2a, G + H = G.
En effet, la méthode de concaténation des bases fournit une famille génératrice de G + H. Comme le vecteur
générateur de H est dans G, il est combinaison linéaire des deux vecteurs générateurs de G et on obtient :

G+ H = vect <(1,o,1); 0,1,1); (1,1,2)> = vect((1,0,1); (0,1,1)) = G
G H

2c. Les espaces G et H sont-ils supplémentaires dans R® ? Non, leur somme n’est pas directe d’apreés le 2a.

3. Prouver que F et G sont supplémentaires dans R3.
e D’aprés Ql, dim(F) + dim(G) = 3 = dim(R3)
e Soitu € FN G :alorsu € F doncil existe un réel k tel que u = (k, k, —k). Et comme u € G, on en déduit
que k + k — (—k) = 0 (cf équation cartésienne) et donc k = 0 : ainsiu = (0,0,—0) = 0.
La somme est directe.
Remarque : la méthode par concaténation des bases était tout aussi efficace.

4a. Justifier que tout vecteur u € R3 se décompose de maniére unique sous la forme u = u, + u, avecu, € F et
u, € G.D'aprés Q2, F®G = R3

e Ainsi, F + G = R3 donc pour tout u € R3, il existe (uy,u,) € F X G tel que u = u; + u,.

e Lasomme est directe donc cette décomposition est unique.

La question 4a est en fait une des caractéristiques de la notion de supplémentaire.
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4b. Soit u = (a, b,c) € R3.
Par un raisonnement d’analyse-synthéese, déterminer les coordonnées des vecteurs u, et u, de la décomposition
du 4a, en fonction des coordonnées du vecteur u.
Analyse : Soit u = (a, b, ¢) € R3. On suppose qu’il existe (u;,u,) € F X G tel que u = u; + u,.
e U, € F doncil existe un réel k tel que uy = (k, k, —k)
e Onaalorsu, =u—u; =(a,b,c)— (k,k,—k)=(a—k,b—k,c+k).
Commeu, = (a —k,b — k,c + k) € G, ses coordonnées vérifient I'équation cartésienne et donc

1
a—k+(b—k)—(c+k)=0<:>k=§(a+b—c)
u, = (k, k,—k)

e Ainsi, si cette décomposition existe anrs{
P w, = (a—kb—kc+k)

ou k=%(a+b—c).

= (k, k,—k .
Synthése : Soit u = (a, b, ¢) € R3. Posons { U = ( ) ou k = i(a +b—c).

u, =(a—k,b—k,c+k)
e u+u,=--=(bc)=u

e u =k(1,1,-1) €vect((1,1,-1)) =F

e a—-k+Wb—-k)—(c+k)=-3k+a+b—c=0doncu, €G

CORRIGE EXERCICE 03

Pour tout couple de réels (x, y), on définit la matrice M (x, y) par:
3x —2x+2y 2x-y
M(x,y):(—x—y 4x — 3y —2x+y>
-2y 4x — 4y —x+y
On appelle E I'ensemble des matrices M(x,y) ol x et y décrivent R: E = {M(x,y), (x,y) € R?}.
Onnote A = M(1,0) et B = M(0,1).

3 -2 2 0 2 -1
Onremarqueque A =|(—-1 4 —2)etB=(-1 -3 1 |

0 4 -1 -2 -4 1
1. Montrer que E est un R - espace vectoriel. En déterminer une base.

3 =2 2 0o 2 -1
ﬂﬂny)eEcﬁhKny):x<—1 4 —2>+y<—1 -3 1 >:xA+yB
0 4 -1 -2 -4 1
e Ainsi E est I'ensemble des combinaisons linéaires des matrices A et B donc E = vect (4, B).

e Parailleurs, la famille (4, B) est libre car elle est composée de deux vecteurs non colinéaires.
(4, B) est donc une base de E.

2. Déterminer les réels A tels que la matrice A — Al ne soit pas inversible.

3-1 -2 2 -1 4-1 =2 i L oL,
A-A=[-1 4-12 -2 ~(3=-2 =2 2 ;
.

0 4 -1-1 0 4 -1-

-1 4-2 -2 :

~ (o 2—71+10 2(A—2) s@—an1+@>
0 4 —1-2

1

4-2 2
4 -1-2 EL3<—>L3>

~ (o
(o 22 —-71+10 2(A—2) :
-1 4-1 -2 :
~ (o 4 —-1-2: )
0 0 PA)  : (B2—=71+10)L, — 4L,
avecP(A) = (A2 =72+ 10)(-1 - ) —4(2(A—2)) = -2 + 61> — 111+ 6.

Ce polyn6me admet 1 pour racine évidente, on en déduit ses deux autres racines : 2 et 3.

Ainsi, A — Al non inversible si et seulement si 4 € {1; 2; 3}.
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1 2 1 1 0 O
3.Soit P lamatriceP = -1 -3 —-1]etD,={0 2 0>.

-2 -4 -1 0 0 3
3a. Vérifier que P est inversible et déterminer P~1. La méthode de la réduite de Gauss-Jordan donne
1 2 -1
pt= (—1 -1 0 )
2 0 1
3b. Vérifier que P"1AP = D,
1 2 -1
e PlA= (—2 -2 0 )
6 0 3
1 4 3
o AP = (—1 -6 —3)
-2 -8 -3

1 0 0
o P_IAP=DA=<0 2 O)

0 0 3

4. Vérifier que P~'BP est une matrice diagonale, et identifier 1a. Le calcul donne

0 0 O
. P_1B=<1 1 0)

-2 0 -1
0 -2 -1
e BP=(0 3 1
0 4 1
00 0
e PBP=Dy;=(0 -1 0
00 -1

5. En déduire que pour tout (x,y) € R?, il existe une matrice diagonale D(x,y) de M3 (R) telle que : M(x,y) = PD(x,y)P~ L.

OnadaprésQl:
P~'M(x,y)P = P~*(xA + yB)P = xP~'AP + yP~'BP

x 0 0
=xD,+yDgp = (0 2x—y 0 >= D(x,y)
0 0 3x—y

On obtient alors facilement le résultat voulu.

6. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur (x,y) pour que M(x, y) soit inversible.
M (x,y) inversible ssi P~*M(x, )P inversible ssi D(x,y) inversible ssix # 0 ety # 2x ety # 3x.

7. Montrer que B? est un élément de E. La matrice A2 est-elle aussi un élément de E ?
Rappel : par définition, une matrice M est dans E si et seulement si il existe deux réels x et y tels que M = xA + yB

0 -2 1
B? = (1 3 —1) = —B € E car par exemple, —B = 04 + (—1)B = M(0, —1) avec les notations de I'énoncé.
2 4 -1

11 -6 8 1 -6 8 3x —2x 42y 2x—vy
. Azz(—7 10 8>EE<:><—7 10 8>=<—x—y 4x — 3y —2x+y>

-4 12 -7 -4 12 -7 =2y 4x — 4y —-x+y

: absurde. DoncA? ¢ E.

=N
Il Nwl,_\

X
y
—y=-7

—X y
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CORRIGE EXERCICE 04

Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on considére une urne contenant n boules numérotées de 1 a n, dans laquelle on effectue
une succession de (n + 1) tirages d’une boule avec remise et 1’on note X,, la variable aléatoire égale au numéro du tirage ou,
pour la premiére fois, on a obtenu un numéro supérieur ou égal au numéro précédent.

Par exemple, sin = 5 et si les tirages aménent successivement les numéros 5,3,2,2,5,3, alors X5 = 4.

Pour tout k de [1;n + 1], on note N, la variable aléatoire égale au numéro obtenu au k-iéme tirage.

0. Déterminer, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, le support de la variable aléatoire X,,.
e Notons qu’au minimum, X,, = 2 puisqu’il faut 2 tirages minimum pour comparer un tirage et son précédent.
e Par ailleurs, au maximum X,, = n + 1 puisqu’on effectue n+1 tirages et cet événement peut se réaliser si on pioche au
1 tirage la boule n°n, puis lan —1, ..., puis la 1 : il reste alors un dernier tirage a faire, et le numéro obtenu sera
inévitablement supérieur ou égal a 1.
e Tous les cas intermédiaires pouvant étre réaliseés,
X, (Q) =[2;n+1] .

Notons que les tirages des boules étant avec remise, les tirages sont indépendants.

Partie | : Etudeducasn =3

On suppose dans cette partie uniquement que n = 3. L’urne contient donc les boules numérotées 1, 2, 3.

la. Exprimer I’évenement (X5 = 4) a I’aide d’événements faisant intervenir les variables Ny, N, N5. En déduire P(X; = 4).
Nécessairement,
X;3=4) =N, =3)n(N, =2)n(N; = 1).
Par indépendance des tirages, on obtient alors
1\ 1
P =9 =(3) =3
1b. Montrer que P(X; = 2) = g et en déduire P(X5; = 3). De méme,

K==W, =D U (N, =2)n NV, =2))u((N,=3)n (N, =3))
Par incompatibilité, puis indépendance, on obtient :
(X 5 1 1 2 1 1 1 L 1 2 2
*Xs = )_3+3x3+3><3_3><< +3+3)_3
Comme X5(Q) = {2;3;4}, on en déduit que
2 1 27-18-1 8

P =3)=1-P(X3=4) ~P(Xs =) =1-3--=——>——=o

2. Calculer ’espérance de X5. La v.a X5 est finie, elle admet donc pour espérance :

B(X)) = 4 1+2 2+3 8 4+36+24 64
=4X—= X = Xeme=——————— =
3 27 3 27 27 27

Partie Il : Cas général

Dans toute cette partie, n est un entier fixé supérieur ou égal a 2.

3. Pour tout k de [1; n + 1], reconnaitre la loi de N, et rappeler son espérance et sa variance.
Pour tout k € [[2;n + 1], par équiprobalité, la v.a Ny sui la loi uniforme sur [1 ; n], et donc
n+1 n?-1
E(N,) = — V(N) = 12
4. Calculer P(X,, = n + 1). C’est le cas facile !
Xp=n+D)=WN=n)nN,=n-1n..n(N,=1)

donc par indépendance :
n

P(X, =n +1) = (%)

n—i+1

5a. Montrer, pour tout i de [1;n] : Py, =X, = 2) = —. Sachant (N; = i), I’événement (X,, = 2) est réalisé si et seulement
si on obtient au deuxiéme tirage un numéro supérieur ou égal a i.

Il'y an numéros en tout, i — 1 sont inférieurs a i, doncn — (i — 1) = n — i + 1 sont supérieurs ou égaux a i, ilyadoncn —i +
1 cas favorables et n possibles, donc

n—i+1

Py=pXp=2) =——
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5b. A I’aide d’un systéme complet d’événements bien choisi, en déduire une expression simple de P(X,, = 2). D’aprés la
formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (N; = )1<j<p :

In—-i+1
P(X, = 2) = Z P(N; = )Py, iy (Xy = 2) = Z——

n n

i=1
n

1 1n(n+1) n+1

——Z(n—t+1) i1 FZk—— o

6. Soit k € [2; n]. Justifier I’égalité d’événements suivante : (X, > k) = (N; > N, > -+ > Np).
- n
En déduire que P(X,, > k) = i(k)‘
(X,, > k) est réalisé si et seulement si au cours des k premiers tirages (plus exactement, au cours des tirages n°2, ..., k) onn’a
jamals obtenu un numéro superleur ou egal au numéro precedent cad ssi on a obtenu au cours des k premlers tlrages un numMéro

inférieur au précédent, donc
(XTL > k) = (N1 > NZ > e > Nk)

e Un résultat de cette expérience est une suite (n,n,, ... ,ng) a k éléments d’un ensemble a n éléments (I’ensemble
{1;2; ...;n}). ll'y ank telles suites.

e  Parmi ces suites, combien y a-t-il de suites strictement décroissantes, qui réalisent I’événement (N; > N, > -+ > Np) ?
llyena (Z) En effet, il y a autant de suites strictement décroissantes a k éléments d’un ensemble a n éléments que de
parties a k a éléments d’un ensemble a n éléments. Explication : étant donnée une partie a k éléments d’u n ensemble a
n éléments, il y a une et une seule maniere d’écrire ses éléments en ordre (strictement) décroissant...

On obtient donc, en divisant le nombre de cas favorables par le nombre de cas possibles :
n
P(X, > k) =P(N; >N, > >Nk)—()
Vérifier que cette derniére égalité reste valable pour k = 0 et pour k = 1.

Pour k = 0,P(X, > 0) = 1, et (")_1

Pourk =1,P(X,>1) =1 et;(';) = ;n = 1. L égalité reste valable pour k = 0 et pour k = 1.

7. Exprimer, pour tout k € [2;n + 1], P(X,, = k) a’aide de P(X,, > k — 1) et de P(X,, > k).
X, étant & valrus entieéres,ona (X, > k) U (X, = k) = (X, > k— 1),
donc par incompatibilité on obtient :
PX,>k)+PX,=k)=PX,>k—-1)
PX,=k)=PX,>k—1)—P(X, >k)

8. Montrer : Vk € [2;n + 1], P(X, = k) = kn;;(n + 1).

k
Pt = 1) = Py > k= D) P > ) = (" )= () = [n (")~ (D)
1 nn! n! 1 nnlk—nl(n—k+1)

T nk (k—1)!(n—k+1)!_k!(n—k)!]_n_k k'(n—k+ 1)!

1 ntlnk-n+k-1) 1 nl(n(k-1)+k—-1) 1 nl(n+1)(k—-1)

TR kKin—k+1)!  nf kK@m—k+1)! 1k kin—k+1)!
1 (n+DI(k-1) k-1 (n+ 1! _k—1<n+1)
ik ki(n—k+1)! " nk kltn—k+1)!  nk k

D.Pinel, revisermonconcours.fr - Page 9


http://revisermonconcours.fr/?ref=doc

